
ISSN 2077-3110 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Материалы XVIII Международного семинара 
 

Часть 1 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Воронеж  2017 



Министерство образования и науки  
Российской Федерации 

Российская академия наук 
Воронежский государственный  

технический университет 
Институт проблем химической физики РАН 

 
 
 
 
 
 
 
 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  
МОДЕЛИРОВАНИЕ  СИСТЕМ 

 
Материалы XVIII Международного семинара 

(г. Воронеж, 30 июня 2017 г.) 
 
 

Часть 1 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Воронеж  2017 



УДК 53.072:519.673 
 

Физико-математическое моделирование систем: материалы XVIII 
Междунар. семинара. Воронеж: ФГБОУ ВО «Воронежский государст-
венный технический университет», 2017. Ч. 1. 203 c. 
 

В сборнике представлены работы, посвященные физико-математи-
ческому моделированию систем многих частиц, конденсированных сред 
и технических объектов, а также математическому, программному и ме-
тодическому обеспечению систем компьютерного моделирования.  
 

ОРГАНИЗАЦИОННЫЙ КОМИТЕТ 
 

И.Л. Батаронов (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) – председатель 
Г. Е. Шунин (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) – сопредседатель  
В.В. Пешков (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) – ответственный секретарь 
С.А. Кострюков (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) – ученый секретарь 
А.А. Долгачев (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) 
В.Ф. Селиванов (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) 
И.М. Пашуева (ВГТУ, г. Воронеж, Россия) – секретарь 

 

ПРОГРАММНЫЙ КОМИТЕТ 
 

Ю.А. Бахвалов (ЮРГПУ (НПИ), г. Новочеркасск, Россия), председатель 
К.В. Боженко (ИПХФ РАН, г. Черноголовка, Россия), сопредседатель  
С.Д. Кургалин (ВГУ, г. Воронеж, Россия), сопредседатель 
В. Н. Нечаев (ВГТУ, г. Воронеж, Россия), сопредседатель 
А. С. Сигов (МИРЭА, г. Москва, Россия), сопредседатель 
Е. Г. Андреева (ОмГТУ, г. Омск, Россия) 
И.С. Баткин (университет г. Оттава, Канада) 
А.Е. Гехман (ИОНХ РАН, г. Москва, Россия) 
В.Н. Глазнев (ВГУ, г. Воронеж, Россия) 
В. В. Гречихин (ЮРГПУ(НПИ), г. Новочеркасск, Россия) 
Е.Г. Григорьев (НИЯУ МИФИ, г. Москва, Россия) 
Дж. Зеббар (Университетский Центр г. Тиссемсильта, Алжир) 
А.С. Зюбин (ИПХФ РАН, г. Черноголовка, Россия) 
Т.С. Зюбина (ИПХФ РАН, г. Черноголовка, Россия) 
С. Ю. Князев (ДГТУ, г. Ростов-на-Дону, Россия) 
С.И. Курганский (ВГУ, г. Воронеж, Россия) 
А. М. Мебель, (университет Флориды, г. Майами, США) 
А. В. Пашковский (НТИ (филиал) СКФУ, г. Невинномысск, Россия) 
Ю.Г. Смирнов (УГТУ, г. Ухта, Россия) 
В.А. Шунина (ВГТУ, г. Воронеж, Россия), ученый секретарь  
 

Редакционная коллегия  
 

Научные редакторы: И.Л. Батаронов, В.Н. Нечаев, Г.Е. Шунин 
Технические редакторы: С.А. Кострюков, В.В. Пешков, В.А. Шунина 
 

© Коллектив авторов, 2017   
© ФГБОУ ВО “Воронежский государственный 

технический университет”, 2017  



3 

УДК 539:519.517.3 

ПОВЕДЕНИЕ ПОЛЯ ДЕФОРМАЦИИ СВЯЗАННЫХ  
ФРАКТАЛЬНЫХ СТРУКТУР С ДЫРАМИ 

О.П. Абрамова, С.В. Абрамов 

Донецкий национальный университет 
oabramova@ua.fm 

Исследовано взаимовлияние аттракторов (реальных и мнимых), 
поля деформации и типов отдельных стохастических процессов в свя-
занных фрактальных структурах с дырами. Поведение поля деформации 
можно контролировать выбором управляющих параметров (значений 
полуосей, положений центров тяжести). Возможны эффекты перестрой-
ки и движения фрактальных структур относительно друг друга 

Ключевые слова: связанные фрактальные структуры, аттрак-
торы, поле деформации, стохастические процессы, дыры 

Введение 
В последнее время активно исследуются различные нелиней-

ности в периодических структурах и метаматериалах [1]. Дальней-
шее развитие получили нанофизика, физика конденсированных сред 
[2, 3], которые используют в качестве активных объектов нанообъек-
ты. Важнейшей задачей является изучение взаимовлияния, коллек-
тивных взаимодействий, динамики таких нанообъектов [4, 5]. При 
этом возможны эффекты различных топологических фазовых пере-
ходов, связанных с формой и размерностью нанообъектов, образова-
нием новых связанных структур (кластеров). Одним из примеров 
подобного рода могут быть модельные многослойные наносистемы 
и появляющиеся там объемные фрактальные структуры [5-7]. Акту-
альность таких исследований подтверждается присуждением Нобе-
левской премии по физике за 2016 год М. Костерлицу, Д. Таулессу, 
Д. Холдейну за теоретические открытия топологических фазовых 
переходов и топологических фаз материи. В данной работе эффекты, 
связанные с формой объектов, наличием дыр исследуются с помо-
щью аттракторов. Динамика взаимодействий как отдельных, так и 
связанных структур моделируется организацией отдельных стохас-
тических процессов в связанной системе. При этом многие физиче-
ские свойства (например, поле деформации [5-7]) в связанных фрак-
тальных структурах отличаются от свойств отдельных фрактальных 
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объектов. Целью данной работы является исследование взаимовлия-
ния структур и их аттракторов, отдельных стохастических процессов 
друг на друга в связанной фрактальной структуре. 

Связанные фрактальные структуры с дырами 

Рассматривается связанная фрактальная структура, состоящая из 
двух отдельных фрактальных структур ( i=1,2 ). Связанная структура 
находится в дискретной решетке 1 2 3N N N  , узлы которой задаются 
целыми числами , ,n m j . Нелинейное уравнение для безразмерной 
функции смещения u  узла решетки такой структуры имеет вид [6] 

2
2

i 0 i
i 1

(1 )(1 2 ( , ))/u R sn u u k Q


    ;   0i 0i 1i 2i 3ip p p n p m p j       ;   (1) 

2 2 2 2 2 2
i 0i 1i 0i i 2i 0i i 3i 0i i( ) / ( ) / ( ) /c c cQ p b n n n b m m m b j j j       .     (2) 

В выражениях (1), (2) индекс i  соответствует номеру отдель-
ной фрактальной структуры,  – фрактальная размерность поля де-
формации u  вдоль оси Oz  ( [0,1] ); 0u – постоянное (критиче-
ское) смещение; k – модуль функции эллиптического синуса; пара-
метры 0ip , 1ip , 2ip , 3ip , 1ib , 2ib , 3ib , 0in , icn , 0im , icm , 0ij , icj  харак-
теризуют различные фрактальные структуры. Параметры iR  опреде-
ляют ориентацию полей деформации отдельных структур в связан-
ной системе. В общем случае все параметры могут зависеть от ин-
декса слоя j  и безразмерного времени t . Функции iQ  учитывают 
взаимодействие узлов, как в плоскости основной прямоугольной дискретной 
решетки, так и межплоскостные взаимодействия. Особые точки (аттрак-
торы) поля деформации многослойной наносистемы располагаются 
на поверхности, ядро которой определяется из условия 

1 2 0Q Q  .                                            (3) 

Если поверхность (3) пересечь плоскостью kj j , то получим 
уравнение изолиний. Нелинейные уравнения (1), (2) можно решать 
методом итераций по любому из индексов , ,n m j . Если один из 
этих индексов считать фиксированным, то результатом итерации 
будет функция смещения, представляющая собой стохастическую 
поверхность, зависящую от двух других индексов. 
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Здесь итерационная процедура по индексу n  моделирует сто-
хастический процесс на прямоугольной решетке с размерами 1 2N N . 
Отдельные фрактальные объемные структуры (ФОС) выбраны в ви-
де реального фрактального эллиптического цилиндра (ФЭЦ) и мни-
мого фрактального эллиптического цилиндра, структура которого 
допускает интерпретацию как фрактальной квантовой точки (ФКТ). 

На основе этих отдельных структур образованы связанные сис-
темы ФЭЦ1–ФЭЦ2 (рис. 1-3), ФКТ1–ФЭЦ2 и ФЭЦ1–ФКТ2 (рис. 4). 
Дискретная решетка имеет размеры: 1 240N  , 2 180N  . Уравнения 
поверхностей рассматриваемых структур не зависят от индекса j , 
поэтому в функциях iQ  параметры 3i 0b  . Основные параметры для 
ФОС следующие: 0.5 ; 0 29.537u  ; 0.5k . Для первого (ФЭЦ1) и 
второго (ФЭЦ2) эллиптических цилиндров 0i 1.0123p  ; для первой 
(ФКТ1) и второй (ФКТ2) квантовых точек 0i 1.0123p  . Для этих 
структур параметры 1i 2i 3i 0p p p     , 1i 2i 1b b  , 0i 31.5279j  , 

i 11.8247cj   одинаковые; параметры для полуосей 1 44.4793cn  , 

1 25.7295cm  , 2 94.4793cn  , 2 65.7295cm   различные. Параметры 

0i 0i( , )n m  определяют положения центров тяжести этих структур. 
На рис. 1 приведены аттракторы связанных эллиптических ци-

линдров с совпадающими ( 01 02 119.1471n n  ; 01 02 89.3267m m  ; 
рис. 1в) и сдвинутыми (рис. 1, г-и) центрами тяжести. Для структур 
ФЭЦ1 (при 1 1R , 2 0R  ), ФЭЦ2 (при 1 0R , 2 1R  ) аттракторы 
(рис. 1, а, б) расположены на кривых эллиптического типа. Для свя-
занной структуры ФЭЦ1–ФЭЦ2 центры тяжести ФЭЦ1 и ФЭЦ2 сов-
падают, а для полуосей выполняются неравенства ( 1 2c cn n , 

1 2c cm m ), поэтому структура аттрактора ФЭЦ1 находится внутри 
структуры аттрактора ФЭЦ2 (рис. 1в). При этом наблюдается влия-
ние аттракторов друг на друга: на кривых эллиптического типа по-
являются искажения по сравнению с гладкими кривыми из 
рис. 1, а, б. Сдвиг центра тяжести у внутренней структуры ФЭЦ1 
при неподвижном центре тяжести у внешней структуры ФЭЦ2 при-
водит к существенной перестройке структуры аттракторов связанной 
системы (рис. 1, г-и). Для рис. 1, г-е параметры 0im , 02n  остаются 
прежними, а параметр 01n  изменяется, таким образом ФЭЦ1 пере-
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мещается внутри ФЭЦ2 вдоль оси On. Для аттракторов на рис. 1, ж-и 
параметр 01 145.1471n   не изменяется, а параметр 01m  изменяется 
(ФЭЦ1 перемещается внутри ФЭЦ2 вдоль оси Om ). На рис. 2 при-
ведены сечения [0;1]u  фрактальных эллиптических структур, ат-
тракторы которых приведены на рис. 1. Поля деформации как от-
дельных (рис. 2, а, б), так и связанных (рис. 2, в-и) структур пред-
ставляют собой стохастические поверхности с ярко выраженными 
особенностями поведения вблизи аттракторов из рис. 1. Для отдель-
ной структуры ФЭЦ1 (рис. 2а) реализован стохастический процесс 
при 1 21, 0R R  . 

 

   
а) 1 1,c cn m  б) 2 2,c cn m  в) 1 2c cn n , 1 2c cm m  

   
г) 01 143.1471n   д) 01 161.1471n   е) 01 179.1471n   

   
ж) 01 115.3267m   з) 01 139.3267m   и) 01 159.3267m   

Рис. 1. Аттракторы отдельных ФЭЦ1 (а), ФЭЦ2 (б) и связанных 
ФЭЦ1-ФЭЦ2 (в-и) структур с совпадающими (в) и сдвинутыми (г-и) 
центрами тяжести 
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а) 1 1,c cn m  б) 2 2,c cn m  в) 1 2c cn n , 1 2c cm m  

   
г) 01 143.1471n   

 
д) 01 161.1471n   

 
е) 01 179.1471n   

 

   
ж) 01 115.3267m   

 
з) 01 139.3267m   

 
и) 01 159.3267m   

 Рис. 2. Сечения [0;1]u  (вид сверху) отдельных ФЭЦ1 (а), 
ФЭЦ2 (б) и связанных ФЭЦ1-ФЭЦ2 (в-и) структур с совпадающими 
(в) и сдвинутыми (г-и) центрами тяжести для 1 21, 1R R   

 
Для отдельной структуры ФЭЦ2 (рис. 2б) реализован стохас-

тический процесс при 1 20, 1R R  . Для связанной системы реализо-
ваны оба процесса вместе при 1 21, 1R R   (рис. 2, в-и). Реализация 
этих процессов определяется выбором значений полуосей icn , icm  
отдельных структур, которые связаны с характерными корреляцион-
ными длинами стохастических процессов. Внутри областей эллип-
тического типа наблюдаются фрактальные дыры с ярко выраженным 
стохастическим поведением поля деформации (рис. 2, а, б). Наличие 
«хвостов» справа от ФЭЦ1 (рис. 2а), слева и справа от ФЭЦ2 
(рис. 2б) обусловлено итерационным процессом по переменной n . 
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Появление «хвостов» слева от ФЭЦ2 (рис. 2б) связано с большей 
корреляционной длиной второго стохастического процесса ( 2 1c cn n , 

2 1c cm m ). При этом для связанных структур (рис. 2, в-и) наблюда-
ются влияние стохастических процессов друг на друга, сдвиг внут-
реннего ФЭЦ1 относительно внешнего ФЭЦ2. Изменение ориента-
ции поля деформации отдельных структур (знаков у параметров R1, 
R2) для связанной структуры из рис. 2в с совпадающими центрами тя-
жести приводит к существенной перестройке поля деформации свя-
занной структуры (рис. 3). При этом возможно появление внутрен-
ней области с регулярным поведением поля деформации (рис. 3, а, б) 
внутри фрактальной дыры. При этом поведение аттрактора из рис. 1в 
сохраняется и не зависит от изменения знаков R1, R2. 
 

   
а) 1 21, 1R R   б) 1 21, 1R R   в) 1 21, 1R R   

Рис. 3. Сечения [0;1]u  (вид сверху) связанных структур ФЭЦ1-
ФЭЦ2 с совпадающими центрами тяжести для разных знаков R1, R2 

 
Далее рассмотрим структуры ФКТ1-ФЭЦ2, ФЭЦ1-ФКТ2, у ко-

торых один из аттракторов является реальным, а другой – мнимым. 
Примером отдельных структур с мнимым аттрактором являются 
ФКТ1, ФКТ2, а с реальным аттрактором – ФЭЦ2, ФЭЦ1. Наличие 
мнимого аттрактора у ФКТ1 влияет на поведение реального аттрак-
тора ФЭЦ2 всей структуры ФКТ1-ФЭЦ2 (рис. 4а). Для связанной 
структуры на кривой эллиптического типа появляются искажения по 
сравнению с гладкими кривыми (рис. 1, а, б), внутренняя кривая 
(рис. 1в) исчезает. Сечения поля деформации [0;1]u  структуры 
ФКТ1-ФЭЦ2 при разных знаках R1, R2 приведены на рис. 4, б-д. На-
блюдается появление внутренних областей с регулярным (рис. 4, б, д) 
и структурированным (рис. 4, в, г) поведением поля деформации. Се-
чения поля деформации ФЭЦ1-ФКТ2 при разных знаках R1, R2 даны 
на рис. 4, е-и. Основные особенности поведения поля деформации 
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(наличие внутренних областей с регулярным (рис. 4, е, и) и структу-
рированным (рис. 4, ж, з) поведением) сохраняются. Однако появ-
ляются внешние области с регулярным поведением (рис. 4, е-и), по-
явление «наплыва» (искажение регулярного поведения) вблизи 
структуры ФЭЦ1-ФКТ2 (рис. 4е). Это связано с наличием мнимого 
аттрактора и влиянием стохастического процесса от ФКТ2 на ФЭЦ1. 
 

   
а)  б) 1 21, 1R R   в) 1 21, 1R R   

   
г) 1 21, 1R R   д) 1 21, 1R R   е) 1 21, 1R R   

   
ж) 1 21, 1R R   з) 1 21, 1R R   и) 1 21, 1R R   

Рис. 4. Сечения [0;1]u  (вид сверху) связанных ФКТ1-ФЭЦ2 
(б, в, г, д), ФЭЦ1-ФКТ2 (е, ж, з, и) структур с совпадающими цен-
трами тяжести для разных R1, R2. Аттрактор (а) связанной ФКТ1-
ФЭЦ2 структуры 

Выводы 
Показано, что в модельной наносистеме возможно образование 

связанных структур с дырами на основе отдельных фрактальных струк-
тур. Поведение аттракторов (реальных и мнимых), поля деформации, 
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типа стохастического процесса для отдельной фрактальной структуры 
можно контролировать выбором управляющих параметров (значений 
полуосей, положений центров тяжести). В связанной фрактальной 
структуре дополнительно появляется возможность управления с помо-
щью взаимной ориентации полей деформации отдельных структур. Для 
связанной структуры показано взаимовлияние аттракторов и отдельных 
стохастических процессов друг на друга; возможны эффекты пере-
стройки и движения фрактальных структур относительно друг друга. 
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1. Нелинейности в периодических структурах и метаматериалах / под 

ред. Ю.С. Кившаря и Н.Н. Розанова. – М.: Физматлит, 2014. – 384 с. 
2. Tosi G., Christmann G. et al. Sculpting oscillators with light within a 

nonlinear quantum fluid // Nature physics. – 2012. V. 8. No 3. – P. 190-194. 
3. Schneider U., Hackermüller L. et al. Fermionic transport and out-of-

equilibrium dynamics in a homogeneous Hubbard model with ultracold atoms // 
Nature physics. – 2012. V. 8. No 3. – P. 213-218. 

4. Abramov V.S. Pairs of Vortex-Antivortex and Higgs Boson in a Fractal 
Quantum System // CMSIM Journal. – 2017. No 1. – P. 3-15. 

5. Abramov V.S. Transient Processes in a Model Multilayer Nanosystem 
with Nonlinear Fractal Oscillator // CMSIM Journal. – 2015. No 1. – P. 3-15. 

6. Abramova O.P., Abramov A.V. Attractors and Deformation Field in the 
Coupled Fractal Multilayer Nanosystem // CMSIM Journal. – 2017. No 1. – P. 16-26. 

7. Абрамова О.П. Фрактальные объемные структуры и аттракторы в мно-
гослойной наносистеме // Вестник Донецк. ун-та. Сер. А. – 2016. № 2. – С. 55-64. 

 
 

BEHAVIOR OF THE DEFORMATION FIELD OF COUPLED 
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Mutual influence of attractors (real and imaginary), deformation field and 
types of the separate stochastic processes in the coupled fractal structures with 
holes is investigated. The behavior of the deformation field can be controlled by 
the choice of governing parameters (values of semi-axis, positions of the centers 
of gravity). There are possible effects of alteration and moving of the fractal 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ КРУПНОМАСШТАБНЫХ 
ФРАКТАЛЬНЫХ СТРУКТУР ВСЕЛЕННОЙ 

В.С. Абрамов 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
vsabramov@mail.ru 

Моделирование полей деформации реликтового излучения и 
взрыва сверхновой выполнено на примере полей деформации фрак-
тальной дислокации (совокупности квантовых точек малого радиуса) 
и квантовой точки (с мнимым аттрактором). Показано, что наличие 
фрактальной квантовой точки приводит к искривлению ядра фрак-
тальной дислокации. Изменение размеров квантовой точки приводит 
к ярко выраженной анизотропии поля деформации 

Ключевые слова: фрактальная дислокация, фрактальная кван-
товая точка, стохастические поля деформации, крупномасштабные 
структуры Вселенной, моделирование 

Введение 
Развитие техники пространственного сканирования позволило 

определять скорость расширения Вселенной, космические расстоя-
ния до далеких Галактик с большой точностью. Это привело к от-
крытию ускоренного расширения Вселенной [1]. Последние дости-
жения исследования Вселенной обсуждались на STАRMUS-2016 [2]. 
На основе анализа взрыва сверхновых типа 1а определено новое зна-
чение постоянной Хаббла 01H  [3]. В [3] обсуждаются возможные 
причины ускоренного расширения Вселенной из-за наличия: нуле-
вой энергии и давления вакуума (темной энергии); неизвестного ди-
намического поля (возможно поля Хиггса, [4]). Возможные причины 
анизотропного расширения Вселенной, природы темной энергии, 
анизотропии реликтового излучения обсуждались в [5]. Крупномас-
штабные структуры Вселенной (пустоты и сверхскопления Галак-
тик) образуют «космическую паутину» и влияют на температуру ре-
ликтового излучения. При этом реликтовые фотоны, проходящие 
через пустоты, являются более холодными по сравнению с реликто-
выми фотонами, которые проходят через сверхскопления Галактик. 
Информацию о столкновениях сверхмассивных черных дыр на ран-
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них этапах формирования Вселенной может сохранять реликтовое 
излучение [6]. При этом на карте фонового микроволнового излуче-
ния Вселенной возможно появление кольцевых структур. При слия-
нии двух черных дыр [7] возможно излучение гравитационных волн 
[8]. Гипотеза иерархического строения Вселенной стала основой для 
фрактальной космологии. В качестве отдельных элементов крупно-
масштабных фрактальных структур рассматривают Галактики, скоп-
ления и сверхскопления Галактик, наибольшее сверхскопление – Ве-
ликий Аттрактор, стены, филоменты, войды [9]. Наномасштабные 
фрактальные структуры (на основе теории дробного исчисления) 
исследовались в ряде работ [10-14]. 

В [10, 11] установлены свзязи параметров бозона Хиггса и па-
ры вихрь-антивихрь во фрактальной квантовой системе. Квантовые 
точки, аттракторы и поведение поля деформации связанных фрак-
тальных многослойных наносистем исследованы в [12-14]. При соз-
дании фрактальной модели Вселенной указанные модели для фрак-
тальных дислокации, квантовой точки можно использовать как от-
дельные элементы при моделировании поля деформации реликтово-
го излучения и взрыва сверхновых. 

Целью работы является моделирование поля деформации свя-
занной фрактальной системы (дислокация – квантовая точка) как 
отдельного элемента крупномасштабной фрактальной структуры 
Вселенной. 

Моделирование поля деформации связанной системы: 
дислокация – квантовая точка 

Функции iGB , описывающие отдельные элементы крупномас-
штабных фрактальных структур Вселенной, нелинейным образом свя-
заны с безразмерной функцией смещения поля деформации u  связан-
ной системы. Поведение таких полей деформации является сущест-
венно стохастическим. Поля деформации реликтового излучения и 
взрыва сверхновой моделируем полями деформации фрактальной 
дислокации (совокупностью квантовых точек малого радиуса) и кван-
товой точки (с мнимым аттрактором), соответственно. По аналогии с 
[10, 11] поведение функции u  для связанной системы (фрактальная 
дислокация – фрактальная квантовая точка) сначала моделируем 
(рис. 1) выражениями при постоянных модулях i 0.5k   эллиптиче-
ских функций 
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2

i i i i
i 1

(1 ) /Gu R B Q


  ;    2
i 0i i1 2 ( , )GB sn u u k   ;           (1) 

1 11 21Q p n p m   ;   2 2 2 2
2 02 12 02 2 22 02 2( ) / ( ) /c cQ p b n n n b m m m     .   (2) 

Моделирование выполняется на дискретной решетке 
1 2 3N N N  , узлы которой задаются целыми числами , ,n m j  

( 11,n N ; 21,m N ; 31,j N ), 1 240N  , 2 180N  . Здесь i 0.5  – 
фрактальные размерности поля деформации u  вдоль оси Oz   
( i [0,1] ); 0i 29.537u   – постоянные (критические) смещения. 
Фрактальная дислокация ( i 1 ) описывается параметрами 

11 0.0739p  ; 21 0.0975p  . Фрактальная квантовая точка ( i 2 ) 

описывается параметрами 11
02 3.457 10p    ; 12 22 1b b  ; 

02 119.1471n  ; 02 89.3267m  ; 2 44.4793cn  ; 2 25.7295cm  . Пара-
метры iR  определяют ориентацию полей деформации отдельных 
структур в связанной системе. Функции смещения (1) являются дей-
ствительными. 

 

   
а) 1 21, 0R R   б) 1 21, 1R R   в) 1 21, 1R R    

   
г) 1 20, 1R R   д) 1 21, 1R R    е) 1 21, 1R R   

Рис. 1. Сечения [ 0.5; 0.5]u   (вид сверху) для дислокации (а), 
квантовой точки (г), связанной системы (б, в, д, е) с постоянными 
модулями ki 
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Вблизи области локализации фрактальной квантовой точки на-
блюдается искривление ядра фрактальной дислокации (рис. 1, 
б, в, д, е). Характер этого искривления зависит от взаимной ориента-
ции полей деформации отдельных структур (рис. 1, а, г) в связанной 
системе. При разной ориентации (рис. 1, в, д) форма этого искривле-
ния является выпуклой; при одинаковой ориентации (рис. 1, б, е) – 
вогнутой. При моделировании ранних этапов формирования Вселен-
ной или переходных эффектов после взрыва сверхновой типа 1а мы 
полагаем, что модули ki являются функциями от индексов  n, m,  j  
объемной дискретной решетки. Наличие переменных модулей ki при-
водит к двум ветвям u1, u2 решений нелинейных уравнений 

2
2

1 i i G1i
i 1

u R k B


 ;   2
1i 1 0i i1 2 ( , )GB sn u u k   ;   2

i i i(1 ) /k Q  ;   (3) 

2
2

2 i i G2i
i 1

u R k B


 ;   2
2i 2 0i i1 2 ( , )GB sn u u k    ;   2 1/2

 i i(1 )k k  .    (4) 

Функции смещения u1 из (3) (рис. 2, 3) и u2 из (4) (рис. 4, 5) ста-
новятся комплексными. При этом волновое поведение, характер эф-
фективного затухания для u1 и u2 различны. 

 

   
а) 1 21, 0R R   б) 1 20, 1R R   в) 1 21, 1R R   

   
г) 1 21, 0R R   д) 1 20, 1R R   е) 1 21, 1R R   

Рис. 2. Сечения 1Re( ) [ 0.5; 0.5]u    (а, б, в), 10 10
1Im( ) [ 10 ;10 ]u     

(г, д, е) (вид сверху) для дислокации (а, г), квантовой точки (б, д), 
связанной системы (в, е) с переменными модулями ki для ветви u1 
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а) 1 21, 1R R   б) 1 21, 1R R    в) 1 21, 1R R     

Рис. 3. Поведение сечения 1Re( ) [ 0.5; 0.5]u    (вид сверху) для 
ветви u1 связанной системы с переменными модулями ki при измене-
нии знаков R1, R2 

 

   
а) 1 21, 0R R   б) 1 20, 1R R   в) 1 21, 1R R   

   
г) 1 21, 0R R   д) 1 20, 1R R   е) 1 21, 1R R   

Рис. 4. Сечения 2Re( ) [ 0.5; 0.5]u    (а, б, в), 10 10
2Im( ) [ 10 ;10 ]u     

(г, д, е) (вид сверху) для дислокации (а, г), квантовой точки (б, д), свя-
занной системы (в, е) с переменными модулями ki для ветви u2 

 
Наличие переменных параметров приводит к появлению эффек-

тивных затуханий (рис. 2, г, д, е; рис. 4, г, д, е), волновому поведению 
(рис. 2, а, б, в; рис. 4, а, б, в) функции смещения как отдельных дисло-
кации, квантовой точки, так и всей связанной системы. 

Изменение знаков у параметров Ri приводит к смене ориента-
ции полей деформации отдельных структур в связанной системе 
(рис. 3, 5). 

При этом поведения для первой (3) u1 (рис. 3) и второй (4) u2 
(рис. 5) ветвей функции смещения существенно различаются: наблю-
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даются изменения волнового поведения, количества ям и гребней, ха-
рактера выпуклостей и вогнутостей вблизи квантовой точки. 

Поведение поля деформации связанной системы существенно 
зависит от соотношений между характерными размерами 1 2N N  
исследуемой области и значениями полуосей 2cn , 2cm  у квантовой 
точки (рис. 6). Функция u2 из (4) вновь является комплексной с ярко 
выраженным стохастическим поведением. 

 

   
а) 1 21, 1R R    б) 1 21, 1R R    в) 1 21, 1R R     

Рис. 5. Поведение сечения 2Re( ) [ 0.5; 0.5]u    (вид сверху) для 
ветви u2 связанной системы с переменными модулями ki при измене-
нии знаков R1, R2 

 

   
а)  б)  в)  

   
г)  д)  е)  

Рис. 6. Сечения 2Re( ) [ 10;10]u    (а, б, в), 2Im( ) [ 10;10]u    
(г, д, е) (вид сверху) связанной системы с переменными модулями ki 
для u2 и полуосями для квантовой точки: 23 cn ; 23 cm  (а, г); 212 cn ; 

23 cm  (б, д); 23 cn ; 212 cm  (в, е) 
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Внутри области волнового поведения (рис. 6, а, б, в) наблюда-
ются фрактальные дыры с пропорциональными полуосями (рис. 6а), 
вытянутой вдоль оси On  (рис. 6б) и вдоль оси Om  (рис. 6в) эллипти-
ческими структурами. При этом возникает ярко выраженное явление 
анизотропии фрактальной дыры. Характер анизотропии для эффек-
тивного затухания (рис. 6, г, д, е) согласуется с анизотропией фрак-
тальной дыры. 

Выводы 

Поведение поля деформации связанной системы (дислокация – 
квантовая точка) исследуется в рамках фрактальной модели Вселен-
ной. Показано, что наличие фрактальной квантовой точки приводит 
к искривлению ядра фрактальной дислокации. Переменные парамет-
ры приводят к появлению комплексных функций смещения u . Для 
Re( )u  характерно волновое поведение, а Im( )u  приводит к эффектив-
ному затуханию. Изменение размеров квантовой точки приводит к 
ярко выраженной анизотропии поля деформации, изменению струк-
туры фрактальных дыр. 

Полученные результаты могут быть использованы при описа-
нии параметров отдельных элементов крупномасштабных фракталь-
ных структур Вселенной (например, стен, войдов), при построении 
динамических моделей отдельных этапов формирования Вселенной. 
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SIMULATION OF ELEMENTS OF LARGE-SCALE FRACTAL 
STRUCTURES OF THE UNIVERSE 
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Simulation of the deformation fields of relic radiation and supernova bust 
is performed using the example of deformation fields of the fractal dislocation 
(the set of quantum dots with small radius) and the quantum dot (with an imagi-
nary attractor). It is shown that the presence of the fractal quantum dot leads to a 
curvature of the fractal dislocation core. The change in the size of the quantum 
dot leads to a pronounced anisotropy of the deformation field 

Keywords: fractal dislocation, fractal quantum dot, stochastic deformation 
fields, large-scale structure of the Universe, simulation 
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ОСОБЕННОСТИ ВОЛН, ФОРМИРУЮЩИХСЯ В ЦЕПОЧКЕ 
НЕСВЯЗАННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ 
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Аналитически и численно показано, что выбор времени начала 
действия повторных импульсов позволяет получить в цепочке несвя-
занных линейных маятников с плавно меняющимися частотами, од-
новременно бегущие и стоячие волны, созданные разными наборами 
маятников 

Ключевые слова: волны в системе несвязанных линейных ос-
цилляторов, периодические гармонические импульсы силы 

Данная работа посвящена изучению влияния на систему, пред-
ставляющую несвязанные линейные осцилляторы (маятники) с 
плавно меняющими собственными частотами, повторных импульсов 
силы. Показано, что действие повторных импульсов, начало которых 
выбрано определенным образом, приводит к тому, что часть маятни-
ков формируют бегущие волны, а часть – стоячие волны. Таким об-
разом, часть маятников накапливает энергию, которая сохраняется в 
определенном интервале времени. 

В работе [1] показано, что в результате действия единичного 

импульса силы  0( ) sinF t F t   ( Tt 0 , 2T 


) на несвязанные 

линейные осцилляторы с плавно меняющимися частотами указанные 
осцилляторы выполняют согласованное волновое движение, то есть 
в рассмотренной системе формируются волны. Маятники, входящие 
в группу, которая формирует волну, имеют в каждый момент време-
ни одинаковую разность фаз. Волны, имеющие одинаковую длину, 
объединяются в ансамбли. Минимальное число волн входит в ан-
самбль волны основной гармоники. Ансамбли высших гармоник 
включают большее число волн. При числовых значениях 

3 110 , с  , 1
0 5 , cs s    ( 400s  количество осцилляторов) число 

волн в ансамблях в интервале 5,100 tT  вначале последователь-
но (на единицу) уменьшается, достигая минимального значения (в 
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интервале, близком к значению Т5,100 , формируется две волны), а 
затем последовательно увеличивается. Время, за которое система 
выполняет последовательное уменьшение, затем увеличение числа 
волн в ансамблях, и возвращается в исходное состояние ( Tt  ), при 
указанных числовых значениях составляет Т200   

Существуют моменты времени, при которых разность фаз ме-
жду осцилляторами в волновых группах, кратна 2 , число волн рав-
но p, длины волн в ансамбле в указанное время максимальны. Одно-
временно существуют ансамбли, кратные 2p, 3p и т.д. (высшие гар-
моники).  

Действия последующих импульсов создают новые ансамбли, 
которые полностью повторяют характер изменения ансамблей, обра-
зованных после действия начального импульса, но существуют с за-
держкой во времени. 

Образование p волн в ансамблях, созданных после действия 
повторных импульсов, происходит в различное время, но если в од-
ном из ансамблей в некоторый момент времени между осциллятора-
ми устанавливается разность фаз, кратная 2 , а в двух других ан-
самблях в этот же момент времени между теми же группами маятни-
ков устанавливается разность фаз 2 , 0,4n      , то указанные 
волны проявляются (визуализируются). При большей разности фаз 
волны в цепочке маятников не наблюдаются. Действие повторных 
импульсов, как правило, приводит к уменьшению гармоник высших 
порядков, что затрудняет процесс плавной трансформации, затягива-
ет время существования волн p и вызывает быстрый переход в новое 
состояние. 

Положим, начало действия второго и третьего импульсов силы 
соответствует 1 99T T  и 3 101T T . Данные моменты выбраны с 
учетом того, что вблизи указанных моментов формируется две вол-
ны. В результате по цепочке распространяются волны, которые яв-
ляются суперпозицией от действия начального импульса 0 t T   
(первый ансамбль), второго 99 100Т t T  (второй ансамбль) и 
третьего 101 102Т t T   (третий ансамбль) импульсов. Каждый ма-
ятник входит в группы формирующие волны в первом, втором и 
третьем ансамбле и его смещение является суммой смещений в каж-
дой группе. Можно показать, что положения осцилляторов в произ-
вольный момент 1t  и 1t T связаны следующим образом. Четные 
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маятники, создающие волны первого и второго ансамблей, в момент 
1t  совпадают с положением четных маятников третьего и первого 

ансамблей в момент 1t T  и формируют падающую волну. Нечет-
ные маятники первого и второго ансамблей в момент 1t  меняют фазу 
на   и с противоположным знаком определяют положение данных 
маятников в третьем и первом ансамблях в момент 1t T , создавая 
отраженную волну. 

На рис. 1 показано положение маятников в последовательные 
моменты времени 205t T  и 206t T . Цифры 1, 2, 3 показывают 
ансамбли волн, образованные в результате действия первого (на-
чального), второго и третьего импульсов, соответственно. Осцилля-
тор 22s   имеет одинаковое смещение в третьем ансамбле в момент 

206t T  и в первом ансамбле волн в момент 205t T  (рис. 1а). По-
ложения осциллятора 32s   совпадают во втором ансамбле в мо-
мент 205t T  и в первом в момент 206t T  (рис. 1б), а положения 
осциллятора 41s   во втором ансамбле в момент 205t T  и в пер-
вом в момент 206t T  противоположны по знаку (рис. 1в). 

Также как противоположны по знаку (рис. 1в) положения 
43s   в первом ансамбле в момент 205t T  и в третьем в момент 
206t T  (рис. 1г).  

Падающие и отраженные волны существуют во всей цепочке 
маятников, однако проявляют себя различно. Выбранные моменты 
времени начала действия второго и третьего импульсов приводят к 
визуализации двух волн из нечетных (рис. 2, 4) и четных (рис. 3, 5) 
маятников вблизи T200 . На рисунках показаны положения маятни-
ков в моменты T203 , T5,203 , T204 , T5,204 , T205 , T5,205 , обо-
значенные цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6. Из приведенного следует, что 
низкочастотные маятники 50s  колебаний смещаются со време-
нем, что свидетельствует о том, что отраженная волна незначитель-
на. Маятники в диапазоне 15050  s  (рис. 4) колебания соверша-
ют, а значит падающая и отраженная волны имеют соизмеримую 
амплитуду. Наконец, осцилляторы 250150  s  (рис. 5) имеют 
приблизительно одинаковую амплитуду падающей и отраженной 
волны, что и приводит к появлению стоячей волны. 
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Рис. 1 

 
Рис. 2 
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Чтобы наблюдать стоячие волны в системе осцилляторов не-
обходимо, начало действия импульсов выбирать незначительно от-
личающимся от pT -моментов времени, где волны после действия 

начального импульса имеют разность фаз кратную 2  между маят-
никами в волне. 

 

Рис. 3 

 

Рис. 4 
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Рис. 5 

К примеру, пять волн из соответствующих групп маятников 
имеют минимальную разность фаз в моменты 40,5 ;T  80,5 ;T  120,5 ;T  
160,5T  (в интервале полного цикла колебаний). Для создания стоя-
чих волн из указанного ансамбля необходимо воздействовать на сис-
тему импульсами, начало которых совпадает с 1 39T T , 3 41T T , 

5 79T T , 7 81T T , 9 119T T , 11 121T T , 13 159T T , 15 161T T . 
При таком выборе моментов начала действия импульсов, че-

тыре волны, в определенных интервалах времени, будут сливаться в 
одну. Положение осцилляторов показано в моменты 406T  и 407T , 
маятники 50 150s   формируют стоячую волну. 

 
Рис. 6 
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Выполненные исследования показали, что выбор времени дей-
ствия повторных импульсов позволяет сформировать стоячую волну 
в определенном наборе несвязанных линейных маятников. Этот на-
бор маятников будет концентрировать энергию в течение некоторого 
интервала времени. 
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Получены импульсы тока в цепи с образцом ЦТС сегнетоке-

рамики в электромеханических полях. Показаны различия видов им-
пульсов тока при активной и постоянной нагрузке образцов 
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Введение 
При приложении электрического поля (ЭП) постоянной на-

пряженности к образцу сегнетокерамики в цепи возникает ток утеч-
ки, который состоит из сквозного тока проводимости и поляризаци-
онного тока [1]. Кроме того, в нём возникают механические напря-
жения из-за обратного пьезоэффекта и гетерогенной структуры [2]. 
Нагружение механической нагрузкой (МН) приводит к возникнове-
нию импульсов тока, причиной которых является наличие пьезо-
эффекта и движение дислокаций и доменных границ[3]. Была по-
ставлена задача изучить возможности возникновения импульсов то-
ка при постоянной механической нагрузке. 

 
Методика эксперимента и образцы 

Изготовленные на заводе «Аврора» образцы сегнетокерамики 
ЦТС имели толщину h = 0,7 мм и диаметр вожженных электродов 
d =20 мм. Механическое нагружение осуществлялось методом осе-
симметричного изгиба [3], деформация измерялись с точностью 
1 мкм. Для измерения зависимости тока  от времени в образце была 
использована модернизированная схема Мерца [4].  
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Результаты опытов и обсуждение 
Результаты представлены на рис. 1-2. За начало отсчёта взят 

момент подачи импульса электрического поля (ЭП) постоянной на-
пряженности E = 1,5 МВ/м. Через 120 секунд создавалось механиче-
ское напряжение (МН) σ1 = 26,36 МПа и оставалось постоянным 120 с. 
Значению I0 соответствуют максимальному значению тока при 
включении ЭП для каждого отдельного образца. 

Образцы 1 и 2 находились в деполяризующем поле. Образец 3 
– в поляризующем поле. 

 
Рис. 1. Формы электрических импульсов, при постоянных ЭП 

(E = 1,5 МВ/м) и МН (σ1 = 26,36 МПа) на образцах 
 
При постоянной нагрузке на образце в его объеме проходит 

ряд процессов, связанных с кинетикой перестройки сегнетоэлектри-
ческих доменов и дислокаций [5] (т.е. образец находится в режиме 
ползучести, его прогиб увеличивается [6]) и в результате на прово-
дящих электродах появляются свободные поверхностные заряды, 
которые до этого были связаны объемными дипольными моментами 
сегнетоэлектрических доменов. Это приводит к протеканию им-
пульсного электрического тока в цепи. 
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При постоянной нагрузке импульсы – одновершинные. Им-
пульс на рис. 1 (3(1)) можно воспринимать как два идущих друг за 
другом одновершинных. Длительность подобных импульсов при-
мерно равна 1 с.  

Формы импульсов токов при активном приложении МН (рис. 2) 
для всех образцов сложные, но их можно  представить как результат 
сложения следующих друг за другом простых импульсов. 

 

 
Рис. 2. Импульсы, возникающие в деполяризующем (1, 2(1), 2(2)) 

и поляризующем (3(1), 3(2)) ЭП при активной МН образца 
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Можно отметить (рис. 2), что в деполяризующем поле при ак-
тивном нагружении от момента приложения МН до разрушения об-
разца(1, 2(1), 2(2)) наблюдались серии импульсов, которые следова-
ли один за другим, причем каждый из них был подобен импульсам 
появляющимся при постоянной механической нагрузке . 

Импульсы токов при активном механическом нагружении 
(рис. 2) отличаются от импульсов, возникающих при постоянной МН, 
но не приводящих к разрушению образца (рис. 1). При активном на-
гружении многовершинные импульсы развиваются десятки секунд в 
течение которых образец разрушается.  

 
Заключение 

При постоянной нагрузке в электрической цепи возникают од-
новершинные импульсы. При активном нагружении в поляризую-
щем поле появляются многовершинные импульсы длительность ко-
торых достигает десяти секунд в течение которых образец разруша-
ется. При активном нагружении в деполяризующем поле появляются 
серии импульсов, каждый из которых подобен импульсу при посто-
янной МН. Можно предположить что природа импульсов при посто-
янной нагрузке связана с доменными перестройками и движением 
заряженных дислокаций в образце, а при активном нагружении с 
пьезоэффектом причем форма импульса зависит от индуцированных 
за счет него электрических зарядов на электродах. Серия импульсов 
в деполяризующем поле можно связать с облегчением доменных пе-
реориентаций при воздействии механической нагрузки. 
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Получены кинетические параметры разрушения для сегнето-
керамики ЦТС, состав которой лежит в окрестности морфотропной 
области со стороны ромбоэдрической границы. Снижение прочности 
в электрическом поле объясняется линейным уменьшением энергии 
активации процесса разрушения   

Ключевые слова: сегнетоэлектрики, моделирование,  ток  по-
ляризации, механическая нагрузка 

Введение 
Условия эксплуатации пьезокерамических элементов во внеш-

них механических (МП) и электрических полях (ЭП) делают акту-
альным исследование свойств таких материалов и их устойчивости к 
циклическим и экстремальным нагрузкам, которые могут приводить 
к потере электрофизических свойств и даже к разрушению. В на-
стоящей работе поставлена задача – получить зависимость разру-
шающих напряжений сегнетокерамики от величины внешнего элек-
трического поля, используя релаксационную модель хрупкого раз-
рушения твердых тел [1]. 

1. Образцы и методика эксперимента 
Исследовались образцы пьезокерамики ЦТС, состав которой 

лежит в окрестности морфотропной области со стороны ромбоэдри-
ческой границы. Этот состав отличается повышенной чувствительно-
стью к механической нагрузке, что обеспечивается высокими значе-
ниями пьезоэлектрических параметров (ε33/ε0 – 700; kp – 0,62; Qm – 90; 
g31 – 16,5·10–3 В·м·Н–1). 

Испытывались пьезокерамические элементы диаметром 20 мм 
и толщиной 0,7 мм с вожженными серебряными электродами. Перед 
испытаниями верхний электрод травлением доводился до диаметра 
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6 мм. Образец помещался на опору диаметром 13 мм и сверху на-
гружался пуансоном диаметром 6 мм. Долговечность (время задерж-
ки разрушения) при постоянной нагрузке измерялась в секундах. 
Образцы испытывались в электрическом поле при разности потен-
циалов 1, 2 или 4 кВ. Электрическое напряжение подавалось ступен-
чато – по 0,5 кВ. Выдержка на ступени – 10 секунд. После достиже-
нии заданного значения электрического напряжения далее оно оста-
валось постоянным и с шагом в 10 секунд увеличивали механиче-
ские напряжения методом осесимметричного изгиба пластины [2] до 
разрушения образца. 

Высокое напряжение на образце контролировалось вольтмет-
ром типа С96. Испытания проходили в силиконовом масле. Темпе-
ратура испытания 300 К.  

2. Результаты опытов и обсуждение 
В [4] представлены результаты кинетики разрушения образцов 

с характеристиками состава (ε33/ε0 – 700; kp – 0,62; Qm – 90; g31 – 
16,5·10–3 В·м·Н–1) при трех постоянных напряженностях электриче-
ского поля. Можно отметить наличие образцов  разрушившихся  при 
постоянной нагрузке, долговечность которых ограничивается дли-
тельностью ступеньки.  

Используя данные [4], можно получить зависимость σ(Е) 
(рис. 1). Уменьшение σ с ростом Е происходит по закону, близкому к 
линейному с коэффициентом 8,04 Н·(В·м)–1. 

Ранее в [5] для ЦТС-19 пьезоэлектрические характеристики 
которого отличаются от испытуемых образцов, была получена 
зависимость σ(Е) с углом наклона 6,4 Н·(В·м)–1. 

В рамках кинетического подхода к разрушению можно объяс-
нить различие зависимости прочности от напряженности электриче-
ского поля, если из [5] запишем выражение для разрушающих на-
пряжений: 

ߪ =
1
ொܤ

(lgܣொ − lg ߬),																																		(1)	 
где 

ொܣ =
߬ exp൫ܷ − эܸф

ா ൯ܧܾ
݇ܶ

, ொܤ			 =
эܸф
ఙ

݇ܶ
. 

Здесь U0 – энергии активации процесса механического разру-
шения,  τ0 = 10–13 – константа, коэффициент b, имеющий размерность 
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Кл·м–2, – поляризационный заряд на единицу площади, эܸф
ா , эܸф

ఙ  – 
эффективный активационный объем для электрического и механиче-
ского разрушения соответственно, k – постоянная Больцмана, T – 
температура испытания. 

Отсюда получим для τ = 1 (то же для любой заданной долго-
вечности) выражение для σ: 

ߪ =
log ߬ +

ܷ
݇ܶ

ொܤ
− эܸф

ா

эܸф
ఙ  (2)																																					,ܧ

где угол наклона прямой  эܸф
ா

эܸф
ఙൗ .  

 Рис. 1. Механическая прочность образцов сегнетокерамики в 
постоянном электрическом поле 
 

Изменение величины угла наклона можно объяснить двумя 
причинами, поскольку  эܸф

ா
эܸф
ఙൗ   зависит как от дефектности струк-

туры, так и от величины пьезоэлектрического коэффициента b. 
Во-первых, поскольку эܸф

ா = ாܸݍ , эܸф
ఙ = ܸ݊ఙ, где q, n – коэф-

фициенты концентрации электрической или механической нагрузки, 
а VE, Vσ – истинные активационные объемы, то отношение  эܸф

ா
эܸф
ఙൗ  

определяется отношением коэффициентов концентрации электриче-
ской и механической нагрузок q/n, а истинные активационные объе-
мы равны объему элементарной ячейки. Следовательно, угол накло-
на прямой σ(Е) может определяться различием коэффициентами 
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концентрации механической и электрической нагрузок на дефектах 
где происходит разрушение и их изменением во времени, т.е. механи-
ческое и электрическое разрушение происходит на разных дефектах. 

Во-вторых, в случае, когда разрушение (механическое или 
электрическое) происходит на одном и том же дефекте, но образцы 
отличаются пьезоэлектрическими коэффициентами как, например, в 
[4] и [5]. 

Естественно, в реальности, поскольку и первая и вторая при-
чины существуют одновременно, то обе они создают сложную зави-
симость σ(Е) в разных интервалах электрических полей [1]. Но по-
нимание физической причины спада прочности в электрическом по-
ле полезно для материаловедов. 

Реакция сегнетокерамики на внешнее воздействие, в частно-
сти, заключается в появлении локальных упругих напряжений, воз-
никающих при переключении отличных от 180°-х доменов. При 
этом изменяется поляризация, рождаются дефекты, которые препят-
ствуют переключению доменов. Эти процессы приводят к измене-
нию тока утечки (рис. 2). 

Поэтому при приложении постоянного ЭП к сегнетокерамиче-
ской пластине с электродами можно измерить полный ток  в котором 
есть токи, обусловленные развитием разных видов диэлектрической 
поляризации (быстрых и медленных) и ток проводимости [7]. 

На рис. 2 можно заметить, что при напряжениях 1 кВ и 2 кВ 
при приложении МН ток изменялся, т.е. спад тока без МН был бы 
более быстрым. В то же время при 4 кВ влияния на ток утечки МН 
практически не было (небольшое уменьшение тока отмечено при 
механическом воздействии). 

В [1] отмечалось, что в малых электрических полях действие 
механических напряжений может приводить к изменению доменной 
структуры, а в заполяризованной в предельном электрическом поле 
СК остаточная поляризация ሬܲ⃗ обусловлена, главным образом, "за-
мораживанием" некоторой части (≈45%) переключенных не 180°-
доменов; их обратное переключение под действием механической 
нагрузки сильно затруднено из-за возникающих больших внутрен-
них напряжений в доменных стенках и межзёренных границах, а 
также из-за наличия дефектов кристаллической структуры.  

Полученные результаты согласуются с дислокационной моде-
лью сегнетожесткости ПСК [8], где рост сегнетожесткости связыва-
ется с увеличением стопоров-дислокаций при деформации сегнето-
электрика. 



35 

 

Рис. 2. Зависимость тока утечки (в относительных единицах 
измерения, где I0 – максимальное значение) от времени для образцов 
СК1 (σр = 46 МПа), СК2 (σр = 32 МПа) и СК3 (σр = 24 МПа), экспери-
ментальные данные. Стрелка σр отмечает приложение разрушающе-
го напряжения. За начало отсчёта времени взято время установления 
максимального значения электрического поля, которое остается по-
стоянным 

3. Заключение 
В рамках кинетического подхода к разрушению наблюдаемое 

снижение прочности сегнетокерамики в электрическом поле являет-
ся  следствием не только возникновения локальных упругих напря-
жений за счет обратного пьезоэффекта, поэтому и отличается для 
материалов с различными пьезокоэффициентами, но и их релаксаци-
ей в процессе разрушения, которое определяется типом дефектов.  

В электрических полях малой напряженности механизмом ре-
лаксации напряжений в зоне разрушения для сегнетокерамики может 
быть движение не 180°-доменов. 

Внешняя механическая нагрузка заметно влияет на вид харак-
теристики тока утечки от времени в случае небольших напряженно-
стей электрического поля и значительно слабее при больших элек-
трических полях, а именно, в случае маленьких (меньше половины 
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электрической прочности без механической нагрузки) электрических 
полей – ток утечки увеличивается, а в случае больших (предпробив-
ных) – уменьшается. 
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MODELING THE FORM OF THE DEPENDENCE  
OF THE FERROELECTRIC CERAMICS STRENGTH  
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PARAMETERS OF DESTRUCTION 

P.A. Bakulin, L.V. Joga, E.M. Piunov, V.V. Gavrishev 
Volgograd State Technical University, Institute of Architecture and Construction 

The kinetic parameters of fracture for the ferroelectric PZT, part of which 
lies in the vicinity of the area morphotropic from rhombohedral border. Reducing 
the strength of an electric field is explained by a linear reduction in the activation 
energy of the failure process 
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Статья посвящена проектированию индукционных нагревате-

лей забоя нефтяной скважины. Предложена методика электромаг-
нитного расчета параметров нагревателя, основанная на применении 
пакета FEMM, реализующего метод конечных элементов. Построена 
математическая модель задачи, представляющая собой совокупность 
уравнения цепи и уравнения плоскомеридианного электромагнитно-
го поля. Рассматривается реализация методики на примере выбора 
оптимальной толщины обсадной трубы.  Методика отличается высо-
кой эффективностью и может быть использована при проектирова-
нии индукционных нагревателей различного применения 
 

Ключевые слова: индукционный нагрев, математическая мо-
дель, метод конечных элементов 

 
В процессе эксплуатации месторождений высокопарафини-

стой нефти происходит закупорка призабойной зоны кристаллами 
парафина, что приводит к уменьшению притока нефти. Для устране-
ния описанного явления применяют нагрев забоя и призабойного 
пространства, что позволяет увеличить нефтеотдачу пласта и повы-
сить производительность скважины.  

Существуют огневой, паровой и электрический виды нагрева. 
Наиболее эффективным является электрический нагрев с примене-
нием индукционного нагревателя (ИН) [1]. ИН устанавливается в 
конце обсадной трубы 1 из малоуглеродистой литой стали (рис. 1), 
окруженной призабойной зоной 2 и представляет собой цилиндриче-
ский сердечник 3, на который надета катушка 4, подключенная к се-
ти переменного тока. Сердечник 2, выполненный из шихтованной 
листовой электротехнической стали, усиливает переменное магнит-
ное поле, индуцирующее в трубе 1 вихревые токи. Мощность этих 
токов является основным источником тепловой энергии. 
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Рис. 1. Эскиз индукционного нагревателя, размещенного в об-

садной трубе 

Принимаем следующие допущения: 
– электромагнитное поле является квазистационарным (не 

учитываем токи смещения); 
– кривые намагничивания ферромагнетиков считаем одно-

значными; 
– все среды изотропны; 
– вихревые токи в сердечнике не учитываем. 
С учетом допущений в каждой точке пространства электро-

магнитное поле определяется векторами магнитной индукции B


, 
напряженностей электрического E


 и магнитного H


 полей и при 

наличии проводников с током его можно описать системой диффе-
ренциальных уравнений (уравнений Максвелла) 

,rot

;0div
;rot

t
BE

B
H ede














       (1) 

дополненные соотношениями, зависящими от свойств среды HB


 , 

Eped


  и граничными условиями 



  EE ; 



  HH ;   nn BB . 

Здесь e


– вектор плотности тока, вызванной сторонней по отноше-
нию к кулоновской напряженности поля,  – магнитная проницае-
мость среды, p – удельная электропроводимость литой стали.  

1 
2 

3 

4 
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Уравнения электрической цепи устройства имеют следующий 
вид 

dtdiru сссс  ,          (2) 

где uc – напряжение, приложенное к катушке; rc – сопротивление  
катушки; ic – ток в катушке; c – потокосцепление катушки, 





w

i
iсс

1
, iс – поток, сцепленный с i-м витком, w – число витков 

катушки. 
В силу симметрии устройства электромагнитное поле является 

плоскомеридианным. Выбираем цилиндрическую систему коорди-
нат. Введем векторный магнитный потенциал A


 соотношениями 

BA


rot ; 0div A


. В нашем случае r и z составляющие векторов 
плотности тока и магнитного потенциала 0 zere , 0 zr AA . 

Тогда  eee


;  eAA 
;     etAE 

, где e – единичный 
вектор по координате . Далее индекс  будем опускать. 

Исключая B


 и E


 из системы (1), получим следующие уравне-
ния 

0grad1div 














e

p

rrr
,      (3) 

где  – функция потока, rA . 
Составляющие магнитной индукции определяются соотноше-

ниями 

zr
Br





1 ;  

rr
Bz





1 . 

Поток iс , сцепленный с i-м витком, определим по формуле 

aviiiс AR 2 ,                 (4) 

где aviA – среднее значение векторного магнитного потенциала по 
сечению i-го витка. 

Перейдем к комплексным величинам. Уравнения (2) и (3) при-
нимают вид 

сccc jIrU   ;        (5) 
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0grad1div 













e

p j
rr

 ,        (6) 

где  – круговая частота, f 2 ,  f – частота сети переменного тока. 
Плотность вихревых токов в обсадной трубе определим соот-

ношением rjed   , объемную плотность тепловых источни-

ков в обсадной трубе:  222 rq   . 
Полную мощность тепловых источников в обсадной трубе оп-

ределим из выражения 
pV

p qdVP , в катушке – ccp rIP 2 , где Vp – 

объем обсадной трубы, в которой протекают вихревые токи. 
Рассмотрим вопрос выбора размеров и числа витков ИН.  
Внешний диаметр обсадной трубы считаем заданным. Толщи-

ну трубы bp выбираем из условия [2] 

max pp VPJ . 
Выполненный анализ задачи путем решения системы (5), (6) с 

использованием программного комплекса FEMM [3] показал, что кри-
терий J принимает максимальное значение при 0045,0pb  м (рис. 2). 

 
Рис. 2. Зависимость удельных потерь мощности J в отрезке 

трубы от толщины трубы bp 

Диаметр цилиндрического шихтованного сердечника 2 выби-
раем так, чтобы сталь сердечника была ненасыщена. Число ампер-

0 2 
bp, мм 

J,
 М

В
т/

м3 

4 6 8 

3 

2 
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витков должно обеспечивать при температуре призабойной зоны 
50 °С температуру нагрева среды больше температуры плавления 
парафина 64parT  °С. 

Исходные данные для расчетов: магнитная проницаемость 
стали обсадной трубы 080 p , где 0 – магнитная постоянная); 
источник питания – промышленная сеть 380 В, 50 Гц; число витков 
катушки 300w ; плотность тока в катушке 3с  А/мм2; провод 
прямоугольного сечения 6,54  мм; удельная электропроводимость 

6103  p 1/Омм.  
Геометрические размеры ИН и обсадной трубы (обозначения 

приведены на рис. 3): 05,01 R  м; 052,02 R  м; 08,03 R  м; 
642,0c h  м; 01,01 h  м; 644,02 h  м; 016,0cb  м; 0045,0pb  м. 

 
Рис. 3. Обозначение размеров индукционного нагревателя и 

обсадной трубы 

В результате расчета с помощью пакета FEMM определено: 
ток катушки 60к I  А;  полная мощность ИН 5,11470S  ВА; ак-
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тивная мощность ИН 7978P  Вт; активная мощность вихревых 
токов в обсадной трубе 7842pP  Вт; потери мощности в катушке 

109cP  Вт; коэффициент мощности 7,0cos  . 
Выводы. Предложена методика расчета параметров индукци-

онного нагревателя забоя нефтяной скважины, основанная на при-
менении пакета FEMM, реализующего метод конечных элементов. 
Методика обеспечивает выбор оптимальной толщины обсадной тру-
бы. Рассмотренный вариант индукционного нагревателя имеет важное 
преимущество перед другими типами нагревателей, поскольку в ка-
тушке выделяется всего 0,95 % общей активной мощности. Остальная 
часть потребляемой от сети мощности выделяется в обсадной трубе, 
имеющей непосредственный контакт с призабойным пространством. 
Все это обеспечивает высокую эффективность нагревателя. 
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ELECTROMAGNETIC CALCULATION OF INDUCTION HEATER 
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The article is devoted to designing of induction heaters for oil bottomhole. 
It is proposed method of electromagnetic calculation of heater parameters, based 
on the use of FEMM, which implementing the finite element method. The article 
presents mathematical model of the problem, which is the network equations and 
electromagnetic field is meridian plane. The implementation of the method is 
considered using the example of choosing the optimum casing thickness. The 
method is highly efficient and can be used in the design of induction heaters for 
various applications  
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УДК 539.374 

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИЛОВОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ В СПЛАВАХ  
С МАРТЕНСИТНОЙ НЕУПРУГОСТЬЮ 

И.Н. Андронов, Н.П. Богданов, Е.В. Семиткина 

Ухтинский государственный технический университет 
nbogdanov@ugtu.net 

Рассматривается поведение модельного материала для случая 
одноосного нагружения при постоянной температуре до определен-
ной интенсивности деформации и дальнейшего нагревания (охлаж-
дения) в условиях жесткого защемления или стесненного противо-
действия. В основу феноменологической модели положены гипотезы 
и допущения, соответствующие экспериментальным фактам и пред-
ложенные в ранних работах 

Ключевые слова: эффект памяти формы, генерация напряжения 

Развитие прикладных методов расчета для материалов с памя-
тью формы позволяет разрабатывать новые конструкционные сило-
вые устройства, сокращая тем самым объем экспериментальных ра-
бот. Термомеханические соединения трубопроводов являются наи-
более отработанной сферой применения сплавов с эффектом памяти 
формы. Обычно эффект памяти формы реализуется как формовос-
становление при нагревании в условиях противодействия. В работе 
[1] рассмотрен простейший пример расчета усилия упругого зажима 
детали 2 из конструкционного материала силовым элементом 1 из 
сплава с памятью формы. Силовая схема узла в исходном состоянии, 
при предварительной деформации силового элемента и после реали-
зации термического формовосстановления показана на рис. 1.  

Силовой элемент 1 и деталь 2 в недеформированном состоянии 
имеет размеры, удовлетворяющие условию L < l1 + l2. После пластиче-
ской деформации p1  при температуре ниже точки начала прямого 
мартенситного превращения длина силового элемента 

)1(ll p111д  . При нагреве выше температуры обратного мартен-
ситного превращения в аустените силовой элемент 1 вспоминает 
свою исходную до деформации форму и, выбирая технологический 
зазор Z, зажимает деталь 2. В результате стеснённого формовосста-
новления развивается реактивное усилие противодействия PR, а де-
таль 2 деформируется на величину 2.  
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Рис. 1. Схема зажима детали (2) силовым элементом (1) из 
сплава с памятью формы до и после при реализации его термическо-
го формовосстановления 

В целом, для абсолютно жёсткой станины приспособления ус-
ловие совместности перемещений контактирующих деталей опреде-
ляется  Zll 221f1  , где f1 – термически обратимая деформация. 
Если учитывать деформацию недовосстановления силового элемен-
та s1 , а заданная деформация равна деформации памяти формы 

v1p1  , уравнение совместности деформаций после завершения 
формовосстановления в результате обратного мартенситного пре-
вращения, можно представить в 0Z/l-l/ll 1v11221s1  , где 
при соответствующих выкладках находим усилие противодействия 
PR.. В более общем случае в условиях сложного нагружения решает-
ся уже нелинейная конструкционно-контактная задача узла. Напри-
мер, решение контактной задачи об определении давления в со-
единении с натягом двух колец при формовосстановлении наружно-
го кольца из материала с термомеханической памятью.  
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В данном сообщении рассматривается поведение модельного 
материала для случая одноосного нагружения при постоянной 
температуре до определенной интенсивности деформации и 
дальнейшего нагревания (охлаждения) в условиях жесткого 
защемления (рис. 2а) (или стесненного противодействия – рис. 2б). В 
основу феноменологической модели положены следующие гипотезы 
и допущения, соответствующие экспериментальным фактам и 
предложенные ранее в работах [2, 3, 4].  

 
Рис. 2. Схема испытаний модельного материала с памятью фор-

мы при жесткой заделке и стесненного упругого противодействия 

Схему решения задачи о поведение модельного материала для 
случая одноосного нагружения при постоянной температуре (изо-
термическое деформирование) можно представить следующим обра-
зом. Деформацию материала считаем пропорциональной фазе, кото-
рую предлагается задать аналитически в виде уравнения Ферхлюста 
– Пёрла. 

 dТФ1КdФ  , 
где К – положительная константа, определяющее наклон кривой. КМ, 
КА – значения соответствуют фазам мартенсита и аустенита соответ-
ственно. После интегрирования получим соотношение, которое опи-
сывает зависимость величины фазы мартенсита Ф от температуры. 
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 − функция Хевисайда, служит переключателем ре-

жимов, в случае роста  Т  «активно» второе слагаемое в формуле (1), 
в противном случае – первое. М0, А0 – среднее арифметическое тем-
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ператур фазового перехода. Изменение упругой деформации нахо-
дили в линейно-упругом приближении с помощью обобщенного за-
кона Гука: 

  ij332211ijij ddd
G2
E1d

G2
Е

Е
1d 














  , 

где ijd  и ijd соответственно приращения упругой деформации и 

величины тензора напряжений. Величины E и G находили согласно 
правилу смеси фаз. Для модельного материала характеристические 
температуры фазового перехода составляли 320 К, 280 К, 360К, 340 К.   
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Рис. 3. Расчетные зависимости осевой деформации для модель-
ного материала при изотермическом нагружении при температуре 
ниже точки начала прямого мартенситного превращения 270 К (1)  
и в аустенитном состоянии 400 К (2) 

Согласно схеме на рис. 2, модельный материал сначала растя-
гивали на 1% при температурах 290 К, что находится ниже точки 
начала прямого мартенситного превращения, а также 310, 330, 350 К, 
что соответствует двухфазному состоянию. Далее образец после за-
дания предварительной деформации защемляли и нагревали, при 
этом фиксируя напряжение, которое возникает в образце при изме-
нении температуры. Эволюция напряженного состояния (генерация 
напряжения) от температуры после предварительного изотермиче-
ского деформирования и "защемления" показаны на рис. 4. 
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Рис. 4. Изменение напряженного состояния (генерация напря-

жения) модельного материала с памятью формы при нагревании в 
условиях жесткой заделки после предварительного изотермического 
(температуры указаны на рисунке) деформирования до  = 2 % 

 

 
Рис. 5. Изменение напряженного состояния модельного мате-

риала с памятью формы при нагревании в условиях жесткой заделки 
(1) и стесненном упругом противодействии (2) после предваритель-
ного изотермического деформирования до  = 1% 

Как видно из расчетных зависимостей, напряжение в предва-
рительно деформированном образце зависит от температуры дефор-
мации, а при нагревании происходит генерация "одинакового" на-
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пряжения. При стесненном упругом противодействии (испытания по 
схеме на рис. 2б) изменение напряжения в модельном образце изме-
няется в меньшей степени (рис. 5, кривая 2). Как видим, предложен-
ная расчетная модель позволяет наблюдать отклик сплава с мартен-
ситной неупругостью при термосиловом воздействии, т.е. ее можно 
применить при расчетах контактных задач, например, об определе-
нии давления в соединении с натягом двух колец. 
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SIMULATION OF FORCE IN ALLOYS WITH MARTENSITIC 
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The behavior of the model material for the case of uniaxial loading at a 
constant temperature up to a certain deformation intensity and further heating 
(cooling) under conditions of rigid pinching or constrained counteraction is con-
sidered. The basis of the phenomenological model is hypotheses and assump-
tions, corresponding to experimental facts and proposed earlier works 

Keywords: shape memory effect, mechanical stress generation 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ  
ДИСКООБРАЗНОГО ПОСТОЯННОГО МАГНИТА 

С.М. Гудилов  

Академия гражданской защиты МЧС России, г. Химки 
s.gudilov@amchs.ru 

В работе представлены результаты численного расчета напря-
женности магнитного поля для модели дискообразного постоянного 
магнита. Рассмотрены особенности пространственного распределе-
ния осевой составляющей напряженности магнитного поля в зависи-
мости от толщины и диаметра магнита 

Ключевые слова: магнит, скалярный магнитный потенциал, 
напряженность магнитного поля 

Дискообразные постоянные магниты находят широкое приме-
нение в различных областях промышленности, что связано с суще-
ственным улучшением их свойств в результате применения совре-
менных материалов и уменьшением толщины. В то же время, эффек-
тивное применение таких магнитов в технических устройствах тре-
бует представлений о распределении магнитного поля в пространст-
ве как вблизи, так и на некотором расстоянии от торцевых поверхно-
стей магнита. Имеющиеся в литературе сведения по этим вопросам 
(например [1]), явно недостаточны, что, по-видимому, связано как с 
высокой трудоемкостью экспериментальных исследований, так и со 
сложностью использования для расчетов готовых программных про-
дуктов. 

Промышленные магниты обычно имеют дефекты намагничен-
ности, поэтому для выяснения общих закономерностей представля-
ется достаточным рассмотреть идеальный магнит, обладающий маг-
нитным полем с осевой симметрией. 

Задача расчета магнитного поля дискообразных магнитов не 
имеет аналитического решения [2], поэтому для определения поля 
используются численные вычисления по различным методикам [1, 3]. 

В данной работе представлены результаты численного моде-
лирования магнитного поля, основанные на расчете магнитных по-
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тенциалов, создаваемых фиктивными магнитными зарядами в облас-
ти пространства вне магнита [2, 4]. 

Таким образом, численно решалась задача Дирихле для маг-
нитного поля, подчиняющегося уравнению Лапласа: 

 

0 m , 
 

где m – магнитный потенциал. 
Вычисления проводились по описанной в [4] методике для 

магнитного поля с осевой симметрией на двумерной сетке с квад-
ратной ячейкой размером 1 мм×1 мм с помощью программы, напи-
санной на языке Си#. На торцевой поверхности магнита предполага-
лось равномерное распределение потенциала, равное 100 условным 
единицам, на боковой поверхности предполагалось линейное изме-
нение потенциала, а на удаленных сторонах сетки потенциал пола-
гался равным нулю. Как показал численный эксперимент, удаление 
границ на расстояние порядка 400 мм от середины магнита диамет-
ром 36 мм является оптимальным, так как позволяет проводить вы-
числения без излишних временных затрат с необходимой точностью. 
Так, удвоение этого расстояния приводило к изменению потенциа-
лов в узлах сетки вблизи магнита всего на доли процента, но сопро-
вождалось резким увеличением времени расчетов. 

Напряженность магнитного поля определялась по формуле: 
 

mН  grad


. 
 

На сетке определялись осевая Hz и радиальная Hr компоненты 
напряженности. Зависимость осевой составляющей от расстояния до 
оси для магнита диаметром 36 мм и толщиной 6 мм показана на 
рис. 1 для различных рядов сетки. Показаны ряды, отстоящие от 
торца магнита и друг от друга на 2 мм. Видно, что Hz имеет «провал» 
в центральной области торцевой поверхности магнита и максималь-
ное значение на расстояниях порядка радиуса магнита. Уменьшение 
напряженности поля вблизи оси также описано в [1] и других работах. 

На рис. 1 также видно, что «провал» исчезает на расстояниях 
порядка 11 мм от торца магнита. Проведенные численные экспери-
менты показали, что это расстояние не меняется при изменении 
толщины магнита, по крайней мере, до значения 160 мм. 

В то же время для магнита диаметром 8 мм и толщиной 6 мм 
исчезновение «провала» наблюдается на расстоянии порядка 3 мм. 
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1 – 2 мм, 2 – 4 мм, 3 – 6 мм, 4 – 8 мм, 5 – 10мм, 6 – 12 мм, 7 – 14 мм 

Рис. 1 
 
Глубину «провала» можно характеризовать величиной отно-

шения напряженности поля на оси Hzо к ее максимальному значению 
Hz max вдоль ряда сетки. На рис. 2 показана зависимость этой величи-
ны от толщины h магнитов диаметром 36 мм, рассчитанной на рас-
стоянии 3 мм от торцевой поверхности. Видно, что величина «про-
вала»  уменьшается при увеличении толщины магнитов, причем для 
тонких магнитов эти изменения выражены сильнее. Увеличение 
толщины магнита не приводит к исчезновению «провала», поэтому 
размеры зоны, в которой он обнаруживается, по-видимому, связаны 
в основном с диаметром магнитов. 

Таким образом, полученные результаты показывают, что поле 
дискообразных магнитов вблизи торцевых поверхностей обладает 
существенной неоднородностью, которую необходимо учитывать 
при технических применениях таких магнитов. 
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Рис. 2 
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На основе решения краевой задачи электродинамики по рас-
пределению потенциала электрического поля предложена ориги-
нальная методика совместного измерения компонент тензора удель-
ной электропроводности и коэффициента Холла в анизотропных по-
лупроводниковых пленках четырехзондовым методом с ромбовид-
ным расположением зондов на поверхности. Особое внимание уде-
лено локальности измерений и влияния границ пленки на получае-
мые результаты 

 
Ключевые слова: анизотропный полупроводник, четырехзон-

довый метод, локальность измерения, тензор удельной электропро-
водности, коэффициент Холла, поправочный множитель 

 
Введение 

Четырехзондовый метод по сравнению с двухзондовым явля-
ется более совершенным и имеет автоматизированную измеритель-
ную установку. Однако поправочные множители, получаемые из 
рассмотрения теории четырехзондового метода имеют довольно 
громоздкий вид, нежели в теории двухзондового [1-3]. Эта ситуация 
еще более усугубляется в случае необходимости проведения измере-
ний в анизотропных полупроводниковых структурах. Но в совре-
менной электронике большее предпочтение отводится зондовым ме-
тодам в связи микроминиатюризацией полупроводниковых структур 
и приборов. Поэтому рассмотрим методику совместного измерения 
коэффициента Холла и компонент тензора электропроводности че-
тырехзондовым измерительным пробником на поверхности анизо-
тропной полупроводниковой пленки. 
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Зондовым методам измерения коэффициента Холла в анизо-
тропных полупроводниковых кристаллах посвящено мало работ, 
среди которых особо следует отметить статью [4]. В этой публика-
ции автор решает задачу о распределении потенциала в полупровод-
никовых пленках, обладающих анизотропией электропроводности, 
при четырехзондовом расположении токовых и измерительных кон-
тактов. В этом случае расположение зондов представляет собой 
квадрат, стороны которого параллельны сторонам исследуемого об-
разца. Такое положение позволяет получать относительно простые 
выражения при измерении компонент тензора удельной электропро-
водности. Однако в случае измерения э.д.с. Холла данное располо-
жение зондов является не очень удобным, т.к. получающиеся выра-
жения для поправочного множителя слишком громоздки, что за-
трудняет процедуру их расчета в условиях заводской лаборатории. 

Для измерения коэффициента Холла более удачным, по сравне-
нию с предложенным в [4], расположением зондов является такая 
схема, при которой зонды на поверхности кристалла образуют ромб 
(рис. 1), т.к. в этом случае измерительные зонды э.д.с. Холла распо-
ложены вдоль линии параллельной одной из сторон исследуемого 
кристалла. Именно такая ситуация в расположении зондов на поверх-
ности полупроводниковой пленки и рассматривается в данной работе. 

 

Постановка и решение краевой задачи электродинамики 
Рассмотрим прямоугольный полупроводниковый образец 

(рис. 1), имеющий следующие геометрические размеры: 2a – длина, 
2b – ширина, d – толщина. Вдоль оси Oz направлено внешнее маг-
нитное поле индукцией B


. Четырехзондовый пробник, находящийся 

на плоской поверхности образца, имеет ромбовидную форму, т.е. от-
носительно его центра, имеющего координаты  00 , ba , одна пара 
зондов расположена на расстоянии l1, а вторая – на расстоянии l2. 

В трехмерном случае, когда анизотропный образец ориентиро-
ван вдоль главных направлений тензора удельной электропроводно-
сти, последний без внешнего магнитного поля принимает следую-
щий вид [5, 6]: 
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00
00
00

ˆ , (1) 

где i , zyxi ,,  – главные направления тензора. 
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Рис. 1. Схема расположения зондов на поверхности 

 
В ряде последних публикаций [3, 7, 8] показано, что потенциал 

электрического поля в трехмерном случае удовлетворяет следующе-
му дифференциальному уравнению: 
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При измерении компонент тензора удельной электропровод-
ности токовыми будут зонды 1 и 4 (рис. 1). В этом случае граничные 
условия для потенциала в области образца, следующие из того, что 
нормальная составляющая плотности тока равна нулю всюду, кроме 
точек под токовыми контактами [3, 7, 8], имеют вид: 
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где  x  – функция Дирака, использование которой оправдано в 
случае малых входных сечений токовых контактов. 

Решение краевой задачи (2) – (4) методом разделения пере-
менных [9] дает следующее выражение: 
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где введены обозначения:  
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В (5) учтено, что все измерения производятся на поверхности 
образца, т.е. 0z . 

При включении внешнего магнитного поля вдоль оси Оz  тен-
зор электропроводности (1) принимает следующий вид: 
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где x , y  и z  – компоненты диагонального тензора электропро-
водности в отсутствии магнитного поля (см. (1)), R  – коэффициент 
Холла. 

Измерения коэффициента Холла проводятся, как правило, в 
относительно слабых магнитных поля, для которых выполнено усло-
вие   12 B , где   – подвижность носителей заряда. В этом слу-
чае э.д.с. Холла HE  линейно зависит от B  [10, 11]. 

При измерении эффекта Холла четырехзондовым методом то-
ковыми контактами будут служить зонды 1 и 2 (рис. 1), а измери-
тельными – 3 и 4. В этом случае граничные условия краевой задачи 
по распределению потенциала электрического поля примут вид: 
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Решение краевой задачи (2), (8), (9) ищется методом разделе-
ния переменных в линейном приближении потенциала  zyx ,,  [10, 
11]. В результате приближения тонких пленок ( 21,,2,2 llbad  ) и 
учета того, что измерения производятся на плоской поверхности об-
разца при 0z  имеем окончательное выражение для  zyx ,, : 

      zyxzyxzyx H ,,,,,, 0   , (10) 
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где  zyx ,,0  – потенциал электрического поля в отсутствии маг-
нитного поля: 
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 zyxH ,,  – дополнительный холловский потенциал, возникающий 
при включении магнитного поля: 
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где rpki
i
i

iyx ,,
;0 при,21
;0 при,1

, 







  . 

При расчетах холловского потенциала по выражению (12) не-
обходимо учитывать, что оно должно обращаться в нуль при 

rkpn  и . 
 
Теоретическое обоснование предлагаемой методики 

Полученные выражения (5), (10) для потенциала электрическо-
го поля в области анизотропной полупроводниковой пленки прямо-
угольной формы позволяют теоретически обосновать методику со-
вместного измерения компонент тензора удельной электропроводно-
сти и коэффициента Холла. 

Рассмотрим первоначально измерения компонент тензора 
электропроводности (1). Для этого постоянный ток, величиной 14I , 
пропускается через зонды 1 и 4. 

Тогда используя выражение (5), найдем падение напряжения 
между парами зондов 1, 2 и 3, 4 (рис. 1). В результате расчетов полу-
чим: 
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Используя полученные выражения для напряжений (13) и (15), 
составим функцию их отношений: 
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Данная функция зависит от длины a , ширины b  исследуемого 
образца, параметра анизотропии xy    и координат центра 

измерительного пробника 0a  и 0b . 
На рис. 2а представлены зависимости функции f  от парамет-

ра анизотропии   при различных положениях зондов относительно 
центра пробника. В этом случае для моделирования взяты следую-
щие параметры: bbaaba  00 ,,2 . Из приведенных кривых вид-
но, что с уменьшением расстояния между зондами зависимость 
функции f  от   несколько снижается, но все еще остается доста-
точно наглядной для практических расчетов. 

На рис. 2б изображены зависимости функции f  от параметра 
анизотропии   при изменении положения измерительного пробника 
на поверхности исследуемого образца. Видно, что при приближении 
зондов к краям образца кривая  f  снижает свои значения, но оста-
ется достаточно наглядной для практического применения. 

Перейдем к рассмотрению возможности измерения коэффици-
ента Холла с ромбовидным расположением 4-х зондов на поверхно-
сти анизотропной полупроводниковой пленки. 



59 

  
а) б) 

Рис. 2. Зависимости функции отношения напряжений от пара-
метра анизотропии 

 
Воспользуемся выражением (12) для потенциала холловского 

поля, чтобы найти э.д.с. Холла между зондами 3 и 4 (рис. 1): 
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где множитель Q   в результате ряда математических упрощений 
[12, 13] принимает вид: 
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Заметим следующие особенности выражения (19): 1) при распо-
ложении зондов на краях образца множитель 1Q , что совпадает с 
известной формулой Ван дер Пау [3, 14]; 2) в случае изотропного об-
разца, т.е. при 1  и при расположении пробника в центре плоской 
поверхности исследуемого кристалла, т.е. при bbaa  00 , , выраже-
ние для множителя Q  совпадает с результатом работы [15]; 3) вы-
ражение (19) записано в виде суммы рядов  4,3,2,1iGi  для даль-
нейшего удобства анализа; 4) значение э.д.с. Холла зависит от множи-
теля Q , поэтому в дальнейшем будем анализировать только его. 

При исследовании поведения множителя Q  от различных па-
раметров, учитывающих геометрию образца, его проводимость и 
расположение зондов на поверхности, будем придерживаться сле-
дующих числовых значений: 2ba , 41025,0 da , bbaa  00 , . 

На рис. 3 представлены зависимости множителя Q  от различ-
ных параметров. Так на рис. 3а изображены кривые, показывающие 
изменение значение множителя Q  от параметра анизотропии элек-
тропроводимости  5;5,0  при некоторых разных положениях зон-
дов относительно центра измерительного пробника. Видно, что кри-
вые имеют схожий между собой вид, а увеличение интервалов изме-
нений множителя Q  связано с увеличением расстояния между токо-
выми и измерительными зондами, в связи с чем анизотропия образца 
проявляет себя более явно. Кривые зависимостей  QQ   имеют 
минимум примерно в одной области значений параметра  . Теоре-
тический анализ изучения влияния   на ряды )4,3,2,1( iGi  позво-
ляет это объяснить следующим образом: при небольших   больший 
вклад в зависимость вносит ряд 3G , определяемый выражением (22), 
значение которого уменьшается в области 2 . При больших зна-
чениях   возрастает влияние ряда 4G , находимого выражением 
(23), а значения 3G  близко к нулю. Следует отметить, что ряд 2G , 
определяемый выражением (21), практически не зависит от парамет-
ра анизотропии   и его вкладом в значение множителя Q  с по-
грешностью менее 0,01% можно в этом случае пренебречь. Зависи-
мости ряда 1G  от   достаточно явная и пренебрегать им нельзя. 
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а) Зависимость Q  от параметра 

анизотропии образца   

б) Зависимость Q  от парамет-
ра 1l  (зависимость  2lQ  анало-
гична) 

  
в) Зависимость Q  от параметра 

0a  (зависимость  0bQ  аналогична) 
г) Зависимость Q  от относи-
тельного размера образца ba  

Рис. 3. Кривые зависимостей множителя Q от различных па-
раметров образца и измерительного пробника 

 
Таким образом, из анализа кривых ( )Q Q   можно сделать 

следующие выводы: 1) если 3,15,0   , то рядом G4 с погрешно-
стью менее 2% можно пренебречь; 2) если 52   , то с погрешно-
стью до 3% можно опустить расчет ряда G3; 3) если 23,1   , то 
пренебрегать G3 и G4 можно в случае, если допустима погрешность 
в 10%; 4) при любых   ряд G2 можно не учитывать. 

На рис. 3б представлены зависимости множителя Q от пара-
метра l1 расстояния токовых зондов относительно центра измери-
тельного пробника при различных значениях расстояния измери-
тельных зондов относительно центра. Для моделирования выбраны 
следующие значения: 2 , bbaa  00 , . Заметим, что зависимо-
сти Q  от параметра l2, задающего расстояние измерительных зондов 
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от центра четырехзондового пробника, полностью идентичны кри-
вым Q(l1) при соответствующих значениях l1. На графиках для срав-
нения пунктирными линиями представлены прямые зависимости 
дроби    abll 21  от l1 при соответствующих значениях параметра l2. 
Из представленных на рисунке графиков Q(l1) можно сделать вывод, 
что в пределах 5% погрешности рядами в выражении (19) можно 
полностью пренебречь, считая множитель    abllQ 21 . Погреш-
ность такого пренебрежения будет тем меньше, чем ближе зонды 
друг к другу. В отклонение множителя Q от линейных функций Q(l1) 
наибольший вклад вносят ряды G1 и G4 (их вклад составляет до 40% 
от общего значения Q). Рядами G2 и G3 даже при самых больших 
значениях l1 можно пренебречь с погрешностью менее 10%. Заме-
тим, что подобная картина наблюдается для образцов с относитель-
ными размерами 5,1ba . 

На рис. 3в представлены кривые зависимости множителя Q от 
изменения положения измерительного пробника вдоль оси Ox при 
некоторых разных значениях второй координаты центра пробника 
b0. При моделировании были использованы следующие параметры: 

2,25,0,25,0 21  blal . Все остальные параметры остались без 
изменения. Изменение координаты центра 0a  происходило в преде-
лах от 0,25a до а, дальнейший диапазон был опущен из-за симмет-
рично поставленной задачи, т.е. дальнейшее увеличение a0 будет 
полностью идентичным представленному в обратном порядке. Ана-
лиз кривых Q(a0) позволяет сделать следующие выводы: значение 
множителя довольно сильно зависит от положения зондового проб-
ника на поверхности исследуемого кристалла – при непосредствен-
ной близости к краю образца даже небольшое изменение в положе-
нии вносит довольно весомый вклад в значение множителя Q; в 
средней части образца из-за достаточной отдаленности границ кри-
сталла положение измерительного пробника можно варьировать в 
пределах 3% погрешности в диапазоне 3,17,0 0  aa , что, несо-
мненно, довольно значимо при проведении эксперимента. При рас-
чётах множителя Q в этом случае в пределах менее 4% погрешности 
рядом G2, определяемым выражением (21), можно пренебречь; ос-
тальные ряды в (19) вносят существенный вклад в значение Q. 

Зависимость множителя Q от координаты b0, определяющей 
положение измерительного пробника вдоль оси Oy, полностью сов-
падет с кривыми, представленными на рис. 3в, при соответствующей 
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замене значений параметра b0 на a0. Тогда в области 3,17,0 0  bb  в 
пределах 3% погрешности можно варьировать положение центра 
измерительного пробника. 

Таким образом, в средней части исследуемого кристалла пря-
моугольной формы при 5,1ba  с погрешностью в пределах 5% 
множитель Q можно рассчитывать по следующей формуле: 

 
ab
llQ 21 . (24) 

Интерес представляет также анализ зависимости множителя Q 
от размеров исследуемого образца. На рис. 3г представлены кривые 

( )Q a b . Анализ этих зависимостей позволяет сделать следующие 
выводы: 1) при ba 2  множитель Q перестает зависеть от размеров 
образца в пределах погрешности менее 3% и будет определяться 
формулой (24); 2) чем ближе зонды находятся друг к другу, тем ме-
нее явная зависимость Q от размеров образца. 
 

Методика совместного измерения компонент тензора  
удельной электропроводности и коэффициента Холла 
Проведенный анализ полученных выражений (17) и (19) по-

зволяет предложить методику совместного локального измерения 
компонент тензора удельной электропроводимости и коэффициента 
Холла. 

Измерение компонент тензора электропроводимости 
1. Измерить геометрические размеры исследуемого кристалла: 

длину a2 , ширину b2  и толщину d . Заметим, что образец должен 
быть вырезан вдоль главных направлений тензора электропроводи-
мости (1), а также необходимо, чтобы было выполнение условий 

21,,, llbad  . 
2. Расположить измерительный четырехзондовый пробник на 

плоской поверхности кристалла согласно схеме, представленной на 
рис. 1. Определить координаты центра пробника 0 0( , )a b  и измерить 
параметры l1 и l2. 

3. По определенным параметрам построить теоретическую за-
висимость функции отношения напряжений между зондами 1, 2 и 3, 
4 3412 UUf теор   от параметра анизотропии  . 

4. Пропуская постоянный ток силой 14I  через зонды 1 и 4 про-
извести измерения соответствующих напряжений 12U  и 34U , найти 
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их отношение. Полученный результат является экспериментальным 
значением для функции эксf . 

5. По теоретическому графику  теорf  путем приравнивания 
теорэкс ff  , найти значение параметра анизотропии  . 

6. Зная  , вычислить значение множителя Q1 или Q2 путем 
расчетов по выражениям (14), (16) или по теоретически построенной 
кривой ( )iQ  , где 2,1i . 

7. Из формулы (13) или (15) найти компоненту x : 

 1
12

142 Q
abdU

I
x    или  2

34

142 Q
abdU

I
x  , (25) 

где 14I  и 12U  или 34U  определены экспериментально. 
8. Зная параметр анизотропии   и компоненту x , вычислить 

y  по формуле: 

 xy  2 . (26) 
Измерение коэффициента Холла 

9. Не меняя расположения зондов на поверхности, путем пере-
ключений во внешней цепи, пропустить постоянный ток силой I12 
через зонды 1 и 2. Измерить напряжение 0

34U  между зондами 3 и 4 
без магнитного поля. 

10. Включить постоянное магнитное поле индукцией B на-
правленной вдоль оси Oz  и повторно измерить напряжение BU34  ме-
жду зондами 3 и 4 в магнитном поле. 

11. Определить э.д.с. Холла, как разность полученных значе-
ний напряжений 0

3434 UU B
H  . 

12. Вычислить компоненту тензора коэффициента Холла RZ по 
формуле, полученной из (18): 

 
BQI
dR H

Z
12


 , (27) 

где множитель Q рассчитан по выражению (19) или (24) с учетом 
проведенного выше анализа. 

Практические рекомендации применения предлагаемой ме-
тодики измерений: 1) для уменьшения влияния границ кристалла 
рекомендуется проводить измерения в центральной части образца; 2) 
для снижения сопутствующих измерениям нежелательных эффектов 
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(эффекты Нернста-Этинсгаузена, Риги-Ледюка и др.) [1] необходимо 
все измерения проводить при малых значениях сил токов ( 30мАI  ) 
и как можно быстрее (время одного измерения 10ct  ); 3) асиммет-
рию расположения измерительных зондов можно устранить приме-
няя компенсационный метод. 

Таким образом, предложенная методика, основанная на срав-
нении теоретически рассчитанных величин и экспериментально по-
лученных их значений, позволяет производить одновременные изме-
рения электропроводимости и коэффициента Холла в анизотропной 
пленке. К достоинствам данной методики можно отнести сле-
дующее: 1) не требуется создания специальной тестовой структуры с 
контактами по граням кристалла; 2) расположение зондов на по-
верхности может варьироваться в пределах границы образца, что 
позволяет вести постоянный контроль параметров кристалла в про-
цессе нанесения частей микросхемы на кристалл; 3) методика позво-
ляет произвести измерения достаточно быстро, т.е. является экс-
прессной; 4) все переключения токов и измеряемых напряжений 
производятся во внешней цепи; 5) появляется возможность контроля 
однородности распределения электрофизических параметров по всей 
плоской поверхности кристалла. 
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On the basis of the solution of the boundary problem of electrodynamics 
to distribute the electric field potential offered an original technique of joint mea-
surement of the components of the tensor conductivity and Hall coefficient in 
anisotropic semiconductor films four-probe method with a diamond-shaped ar-
rangement of probes on the surface. Particular attention is paid to the local mea-
surements and boundaries of the film effect on the results 
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В работе на основе решения краевых задач электродинамики по 
распределению потенциала электрического поля в области полупро-
водника, обладающего анизотропией удельной электропроводности, 
рассматривается новый эффект влияния омических токовых электро-
дов на электрофизические характеристики друг друга. Показано, что 
данный эффект в анизотропных образцах выражен особенно ярко и 
достигает величины сравнимой с их объемным сопротивлением 
 

Ключевые слова: омический контакт металл-анизотропный 
полупроводник, контактное сопротивление, сопротивление растека-
ния токового электрода 
 
Проблема обеспечения надежности контактов является одной 

из самых важных в электронике. Получать информацию о свойствах 
электрического электрода можно путем измерения его сопротивле-
ния RE постоянному току, которое складывается из омического со-
противления полупроводника R12 и переходного сопротивления кон-
тактов RC металл-полупроводник (в идеальных контактах RC стре-
мится к нулю) [1-5]. В ряде случаев величина RC может быть доста-
точно близкой по значению к объемному сопротивлению образца, 
что объясняется различными негативными (в данном случае) факто-
рами [6]: наличием потенциального барьера между контактирующи-
ми материалами, окислением подконтактной поверхности, нежела-
тельными примесями и др. Основная трудность определения пере-
ходного сопротивления состоит в том, что по величине эксперимен-
тально измеренного значения сопротивления RE между контактами 
невозможно судить, какая часть его относится к омическому сопро-
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тивлению структуры металл-полупроводник 12R , а какая часть к со-
противлению контактов RC. В данной работе эта проблема решена 
путем теоретического вычисления R12.  

Целью данного исследования является разработка способа из-
мерения сопротивления контактов металл-полупроводник. Для ее 
достижения в работе построены математические модели, адекватные 
условиям физического эксперимента. На основе этих моделей пред-
ложена методика измерения сопротивления контактов. Рассмотрены 
наиболее часто встречающиеся возможные случаи расположения 
токовых электродов на боковых гранях образца (геометрические 
размеры: a – длина, b  – ширина, d  – толщина), вырезанного вдоль 
главных направлений тензора удельной электропроводности   [5], и 
проведен соответствующий анализ полученных выражений для со-
противления растекания этих контактов к образцу. 

1. Сопротивление растекания двух токовых контактов, 
расположенных на противоположных гранях. Рассмотрим ситуа-
цию, когда через электроды шириной 2 ( 1, 2)ic i  , расположенные 
на противоположных гранях анизотропного образца, пропускается 
постоянный ток силой I . Положения контактов 1 и 2 задаются па-
раметрами ib  (рис. 1а). 

Процедура вычисления сопротивления структуры металл-
полупроводник следующая: используя выражение для потенциала 
электрического поля, взятого из работ [7-9], вычисляется напряже-
ние между токовыми контактами, а затем находится сопротивление 
растекания 12R  постоянному току. В результате итоговое выражение 
имеет следующий вид: 
 ,)1( 122101221012 QQQRRRRRR sss   (1) 

где 0R  – объемное сопротивление образца; 21, ss RR  – сопротивление 
растекания первого и второго электродов соответственно; 12sR  – 
сопротивление, обусловленное взаимным влиянием контактов на 
сопротивление растекания друг друга: 

0 1 1 2 2 12 12; ; ; ;s s s
x x x x

a a a aR R Q R Q R Qdb db db db      
 (2) 
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В выражениях (3) и (4) использованы следующие обозначения: 
x , y – значения удельной проводимости вдоль оси X и Y соответст-
венно (главные направления тензора  ), bkk   , xy    – 
параметр анизотропии образца. 

 
 

а) б) 

 
в) 

Рис. 1. Схемы расположения токовых контактов на образце 
 

Безразмерные множители Qi = Q определяют величину сопро-
тивления растекания и позволяют сравнивать Rsi с R0.  

На рис. 2 представлены графики зависимостей множителя Q, 
определяемого выражением (3), от параметра анизотропии 

 5;2,0  при 21 bb  , 2ba . Для наглядности данные зависимо-
сти разбиты на два рисунка. Из представленных графиков видно, что 
сопротивление растекания токового электрода Rs1 вносит достаточно 
большой вклад в общее сопротивление системы контакт-
анизотропный полупроводник. Из рис. 2б можно сделать вывод, что 
выражением (5) для сопротивления растекания в пределах инстру-
ментальной погрешности 5% можно пренебречь только в случае дос-
таточно широких контактов  ( bc 5,02 1  ) и при 1 . 
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а) б) 

Рис. 2 
На рис. 3 представлена 

зависимость множителя Q от 
относительной ширины токо-
вых электродов bc12  для ани-
зотропного образца ( 5,0 ) 
при различных относительных 
размерах ba  и 21 bb  . Из 
графиков видно, что сопротив-
лением растекания контактов 
можно пренебречь в пределах инструментальной погрешности 5% 
для любых размеров образца, если относительная ширина будет 

7,02 1 bc . Во всех остальных случаях 1sR  в несколько раз больше 
объемного сопротивления R0 [8]. 

Рассмотрим множитель Q12, определяемый выражением (4), 
отвечающий за взаимовлияние токовых контактов на характеристики 
друг на друга. Представим его в виде  

 01212 RRQ s ,  (5) 
что позволяет сравнивать взаимовлияние с объемным сопротивлени-
ем образца. 

На рис. 4а представлены зависимости Q12 от параметра анизо-
тропии полупроводникового образца  для разных относительных 
размеров ширины контактов bс2  (где 21 ccc  ) при 2ba , 

bbb 5,021  . Из графиков видно, что множителем Q12 можно пре-
небречь в пределах 1% погрешности при 4,0 xy  . При 

4,0  токовые электроды оказывают влияние на сопротивление 
друг друга сравнимое с объемным сопротивлением полупроводника, 

 
Рис. 3  
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достигая при точечных контактах ( 02 c ) %27  всего сопротивле-
ния образца (см. выражение (4)). 
 

  
а)  б)  

Рис. 4 
 

На рис. 4а представлена также кривая зависимости Q12 от  для 
точечных контактов ( 02 c ). Видно, что в пределах 0,5% погрешно-
сти токовые контакты можно считать точечными уже при относи-
тельной их ширине bbc 1,0~2 . 

На рис. 4б представлены зависимости множителя Q12 от относи-
тельной ширины токовых контактов для полупроводниковых кри-
сталлов с относительными геометрическими размерами 1ba . Из 
графиков видно, что в анизотропных образцах в случае преобладания 
проводимости вдоль оси Ox, т.е. при 1 , Q12 вносит вклад сравни-
мый в объемным сопротивлением полупроводникового кристалла.  

Проведенный анализ полученного выражения (1) для сопро-
тивления кристалла позволяет сделать следующие выводы: 

1. Сопротивление полупроводникового образца R12 можно 
представить в виде суммы объемного сопротивления R0 и сопротивле-
ний растекания токовых контактов Rs1 и Rs2 каждого в отдельности. 

2. Величиной Rs12, определяемой выражениями (2) и (4), в слу-
чаях, когда 1ba  и 4,0  можно пренебречь. 

3. Полученные ряды (3), (4) достаточно хорошо сходятся и при 
практическом их использовании можно ограничится 75 членами ря-
да, что позволяет находить значения величин с точностью до 0,01%. 

2. Сопротивление растекания двух токовых контактов, 
расположенных на одной грани образца. Рассмотрим случай рас-
положения токовых контактов на одной грани исследуемого анизо-
тропного образца (см. схему на рис. 1б). 
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Сопротивление структуры металл-полупроводник находится 
аналогично: 

  12210122112 QQQRRRRR sss  , (6) 
где 0R  – объемное сопротивление образца, 21, ss RR  – сопротивления 
растекания первого и второго токовых контактов, 12sR  – сопротив-
ление, обусловленное взаимным влиянием электродов: 
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Значения множителей Qi, определяемые выражением (8), гра-
фически представлены на рис. 2 и рис. 3. 

Множитель Q12, определяемый выражением (9), отличен от 
аналогичного ему выражения (4) поскольку здесь идет учет доста-
точно сильного влияния токовых контактов на сопротивление расте-
кания друг друга из-за их близкого расположения (на одной грани 
кристалла). На рис. 5а представлены зависимости Q12 от параметра 
анизотропии   при разных относительных размерах полупроводни-
ка ba , а на рис. 5б зависимости данного множителя от ba  при не-
которых значениях  . При моделировании были использованы сле-
дующие параметры: bccc 05,0222 21  , bbb 5,021  . 

Графики на рис. 5 позволяют сделать следующие выводы: вы-
ражением, определяющим взаимное влияние токовых контактов 
друг на друга в подавляющем большинстве случаев пренебрегать 
нельзя, т.к. множитель Q12 достаточно сильно зависит и от анизотро-
пии кристалла и от относительных размеров самого образца. 

Результаты моделирования зависимостей множителя Q12 от 
относительной ширины токовых контактов 2c/b показали, что в пре-
делах погрешности расчетов в 3% данными зависимостями можно 
пренебречь при любых 2c/b < 0,5. 
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а) б) 

Рис. 5 
 
3. Сопротивление растекания двух токовых контактов, 

находящихся на поверхности образца (трехмерный случай). В 
случае, если токовые контакты располагаются на поверхности ани-
зотропной прямоугольной пластины, вырезанной вдоль главных на-
правлений тензора удельной электропроводимости (рис. 1в), то не-
обходимо рассматривать распределение потенциала электрического 
поля в трехмерной модели. Геометрические размеры образца и токо-
вых электродов в этом случае, а также параметры, задающие их по-
ложение на поверхности кристалла представлены на рис. 1в. Выра-
жение для потенциала в этом случае также берется из работы [9] и в 
результате расчета сопротивления структуры получается следующее 
выражение, представимое в следующем виде: 

  12210122112 QQQRRRRR sss  , (10) 
где R0 – объемное сопротивление образца; Rs1, Rs2 – сопротивление 
растекания соответственно первого и второго токовых контактов; 
Rs12 – выражение, учитывающее влияние контактов на электрофизи-
ческие характеристики друг друга: 
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В (12) и (13) использованы следующие обозначения: ann 2  , 

bkk 2  ,    22
2

1
2

knnk   , zyzx   21 , , 

zyx  ,,  – удельные проводимости в области образца вдоль осей 

OzOyOx ,,  соответственно, kni
i

i
i ,

;0при,21
;0при,1









 , a1, a2 – па-

раметры, задающие положение контактов 1 и 2 вдоль оси Ox, b1, b2 – 
параметры, задающие положение вдоль оси Oy. Размеры токовых 
электродов и полупроводникового образца приведены на рис. 1в. 

Выражение (12) по виду совпадает с выражением (8) для дву-
мерного случая с расположением контактов на одной грани. Отличие 
лишь в том, что (12) учитывает распределение тока в трехмерном 
случае. Ввиду сказанного анализ множителей, описываемых выра-
жениями (12) и (13), опустим из-за явной аналогии. 

Рассмотренные случаи расположения токовых контактов на 
периметре полупроводникового образца позволяют предложить сле-
дующую методику измерения контактного сопротивления: 

1. Через контакты 1 и 2 пропустить постоянный ток I12 (во из-
бежание нагревания электродов и исследуемого образца значение 
тока I12 должно быть порядка 10 мА, а измерения должны прово-
диться достаточно быстро). 

2. Измерить экспериментально напряжение UE между токовы-
ми контактами 1 и 2. 

3. Вычислить сопротивление системы металлический контакт-
полупроводник по закону Ома: 

 12IUR EE  . (14) 
На основании рассмотренных выше математических моделей 

можно утверждать, что полученное таким образом сопротивление RE 
между электродами является суммой сопротивления растекания пер-
вого и второго контактов, объемного сопротивления, слагаемого, 
отвечающего за влияние электродов на сопротивление растекания 
друг друга, и суммарного сопротивления двух токовых контактов RC: 

 CsssE RRRRRR  12021 . (15) 
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4. По соответствующим случаям расположения токовых кон-
тактов вычислить все слагаемые выражения (15), кроме RC. 

Заметим, что для расчетов соответствующих сопротивлений 
необходимо знать компоненты тензора удельной электропроводно-
сти и значение параметра анизотропии xy    (в двумерном 

случае) или zyzx   21 ,  (в трехмерном случае).  
5. Из выражения (15) определить суммарное сопротивление 

двух токовых контактов RC, по значению которого можно судить о 
качестве изготовленных металлических контактов. 

Заметим, что вычисление сопротивление каждого контакта в от-
дельности в рассмотренных случаях невозможно. При необходимости 
этого изготавливается тестовая структура, в которой один из контактов 
имеет ширину всей боковой грани образца и является заземленным [8]. 

Предложенная в этой работе методика определения сопротив-
ления контактов имеет определенные достоинства. Она проста в реа-
лизации, и при условии применения ЭВМ может быть использована 
для оперативного контроля качества изготовленных электродов и 
кристаллов в условиях заводской лаборатории. Погрешность опре-
деления сопротивления контактов и удельной электропроводности 
складывается из двух составляющих: погрешности при выводе рас-
четных формул и погрешности измерительной аппаратуры. Непо-
средственное решение краевых задач электродинамики проведено 
методом Фурье без приближений [7, 9]. С учетом этого погрешность 
предлагаемого метода фактически определяется погрешностью из-
мерительной аппаратуры.  

Предлагаемая методика прошла успешную апробацию на ани-
зотропных полупроводниковых кристаллах группы A2B5 (CdAs2, 
ZnAs2, CdSb) [10]. 

Таким образом, предложенная методика измерения сопротив-
ления контактов металл-полупроводник может быть использована в 
научных исследованиях и производственных испытаниях полупро-
водниковых материалов. 
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A.A. Zavorotny1, 2, V.V. Filippov1 
 

1"Lipetsk State Pedagogical of the P.P. Semenov-Tyan-Shansky University" 
2 "Lipetsk Cossack Institute of Technologies and Management" (branch)  

"Moscow State University of Technologies and Management of the 
K.G. Razumovsky (the First Cossack University)" 

 

Based on the solution of boundary value electrodynamic problems con-
cerning the electric field potential distribution near a semiconductor with aniso-
tropy of the specific electrical conductivity, this work considers a new influence 
of ohmic current electrodes on electrophysical characteristics of each other. It has 
been shown that this effect is particularly pronounced in anisotropic samples and 
reaches a value comparable to their bulk resistance 
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Представлена теоретическая модель распределения потенциа-

ла электрического поля в анизотропных полупроводниковых пленках 
при холловских измерениях. Впервые получены трехмерные распре-
деления потенциала холловского поля в анизотропных полупровод-
никовых кристаллах при зондовых измерениях 
 

Ключевые слова: полупроводник, э.д.с. Холла 
 
При исследовании электрических свойств полупроводников и 

производстве на их основе микро- и наноустройств возникает необ-
ходимость измерения удельного сопротивления образцов и контроля 
их однородности [1]. Определим распределение потенциала при 
гальваномагнитных явлениях в анизотропных полупроводниках 
прямоугольной формы в случае зондовых измерений коэффициента 
Холла (рис. 1). В рассматриваемом случае образец прямоугольной 
формы вырезан так, что его грани параллельны кристаллографиче-
ским плоскостям. Образец помещен в поперечное магнитное поле 
B , постоянный электрический ток I(12) (здесь и далее нижние индек-
сы, показывающие номера контактов, указаны в скобках) пропуска-
ется через зонды 1 и 2 (рис. 1). В этом случае тензор электропрово-
димости уже не является диагональным [2, 3, 4]:  
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где x , y , z  – компоненты диагонального тензора электропрово-
димости в отсутствии магнитного поля, Rz – компонента тензора ко-
эффициента Холла. 
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Следует отметить, что в данной записи компоненты тензора 
электропроводимости зависят от индукции магнитного поля B  ли-
нейно. Это означает, что рассматривается эффект Холла в области 
относительно слабых магнитных полей ( 1)( 2 B ), когда можно 
пренебречь эффектом магнетосопротивления, определяемого члена-
ми, содержащими 2B . 
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Рис.1.  

Рис. 1. Схема положения зондов к анизотропному полупровод-
нику. )12(I  – ток зондов; ),( 11 yx , ),( 22 yx  – координаты центров зон-
дов; a , b , d  – размеры пленки, L – сторона квадратного пробника 
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Рис. 2. Схема квадратного пробника, располагаемого по центру 
боковой грани для измерения э.д.с. Холла по методу Ван-дер-Пау 
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При измерениях на постоянном токе, во внешнем постоянном 
магнитном поле в установившемся режиме, в случае, когда магнит-
ным полем тока можно пренебречь по сравнению с внешним, потен-
циал электрического поля в области образца, согласно [5, 6] удовле-
творяет следующей краевой задаче:  
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где j  – вектор плотности тока; a , b , d  — длина, ширина и толщина 
образца;  y ,  x  — дельта-функция Дирака, использование кото-
рой оправдано для токовых зондов с малой площадью входных сече-
ний. Граничные условия (3) - (6) определены из требования, что 
нормальная составляющая вектора плотности тока на поверхности 
исследуемого образца отлична от нуля лишь под токовыми зондами. 

Следует отметить, что данная краевая задача (2) – (6) не при-
надлежит к числу типичных краевых задач Дирихле или Неймана. 
На сегодняшний день точное аналитическое решение данной задачи 
отсутствует. Однако, в связи с тем, что уже при постановке краевой 
задачи использовалось предположение о линейности потенциала   
по B , то ее решение можно представить в линейном приближении 
по магнитному полю. Таким образом, искомый потенциал можно 
представить в следующем виде:  

 Н 0 , (7) 

где 0  – потенциал электрического поля в отсутствии внешнего 
магнитного поля, Н  – потенциал поля Холла, которое возникает в 
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образце после включения внешнего магнитного поля. При этом каж-
дое из составляющих поля (7) должно удовлетворять уравнению (2). 

Подставив решение (7) в краевую задачу (2) – (6), получим со-
ответствующие краевые задачи для потенциала 0 :  

 02
0

2

2
0

2

2
0

2

















zyx zyx , (8) 

 0
,0

0 




 ax

x x
,  (9) 

  0
,0

0 




 by

y y
,  (10) 

 
00 





dz

z z
,    (11) 

         )2()2()1()1()12(
0

0 yyxxyyxxI
z z

z 






   (12) 

и для потенциала B :  
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Решение краевых задач (8) - (12) и (13) - (16) осуществим ме-
тодом Фурье. Опуская громоздкое математическое решение задачи, 
запишем окончательное выражение для распределения потенциала 
электрического поля:  
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Полученные решения (17), (18) позволяют проанализировать 
распределение потенциала и плотности тока в анизотропных образ-
цах, помещенных во внешнее магнитное поле, а также предлагать 
теоретически обоснованные методы измерения компонент тензора 
электропроводимости.  

Для определения компоненты тензора коэффициента Холла, 
как правило, образец помещают в поперечное магнитное поле ин-
дукцией B , постоянный ток )13(I  пропускается через зонды 1 и 3, а 
между зондами 2, 4 измеряется э.д.с. Холла )24(E  (рис. 2). Э.д.с. Хол-
ла определяется как дополнительная разность потенциалов между 
зондами 2, 4 на неизменном значении тока )13(I  при включении маг-
нитного поля. 
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A theoretical model for the distribution of the potential of an electric field 

in anisotropic semiconductor films for Hall measurements is presented. Three-
dimensional distributions of the potential of the Hall field in anisotropic semi-
conductor crystals for probe measurements were obtained for the first time 
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ВЫЯСНЕНИЕ МЕХАНИЗМА ФОРМИРОВАНИЯ ДИБОРАНА  
ПРИ ГИДРОЛИЗЕ БОРОГИДРИДА МАГНИЯ С ПОМОЩЬЮ  

КВАНТОВО-ХИМИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
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В рамках кластерного подхода с использованием базиса 6-31G* 
и гибридного функционала плотности (B3LYP) выполнено модели-
рование формирования ВН3 в процессе взаимодействия различных 
комплексов борогидрида магния с водой. Найдено, что отщепление 
ВН3 с последующим формированием диборана возможно в тех слу-
чаях, когда возникающий на первом этапе отделения водорода анион 
Н3ВОН- стабилизируется двумя катионами металла 
 

Ключевые слова: квантово-химическое моделирование, функ-
ционал плотности, борогидрид магния, получение водорода 

 
Одной из ключевых проблем водородной энергетики является 

создание компактных источников водорода с высоким его содержа-
нием. В этом плане большой интерес представляют борогидриды 
металлов, в частности борогидрид магния, который содержит почти 
15 весовых процентов Н2. Однако прямое извлечение водорода из 
этого соединения требует существенных затрат энергии и достаточ-
но высокой температуры (> 400о С). Более перспективным представ-
ляется гидролиз борогидрида магния, протекающий с выделением 
энергии при умеренных температурах, поэтому соответствующие 
реакции в настоящее время подробно изучаются [1-4]. При этом бы-
ло найдено, что в ряде случаев отщепление водорода сопровождает-
ся выделением диборана, что снижает выход водорода и формирует 
токсичные выбросы, но добавление органических лигандов в ряде 
случаев способно существенно снизить выход диборана [5, 6]. Це-
лью данной работы является изучение с помощью квантово-
химического моделирования влияния органических лигандов разно-
го типа (тетрагидрофурана, ТГФ, диглима, ДГ, и диэтилового эфира, 
ДЭФ) на возможность формирования диборана в процессе гидролиза 
борогидрида магния.  



84 

Методика расчетов 
Для изучаемых систем моделирование было выполнено в рам-

ках того же подхода, что и в наших предыдущих работах [7-9], по-
священных изучению отрыва молекулярного водорода от борогид-
ридов натрия и магния при их взаимодействии с водой.  В данных 
работах использован хорошо зарекомендовавший себя в молекуляр-
ных расчетах гибридный функционал плотности B3LYP [10, 11] с 
базисом 6-31G*, и программный комплекс GAUSSIAN [12]. Полу-
ченные в рамках ССП энергии корректировались введением попра-
вок на энергии нулевых колебаний (ЭНК, или ZPE).  

 
Обсуждение результатов 

Ранее [7-9] нами было выполнено квантово-химическое моде-
лирование отрыва молекулярного водорода от борогидридов натрия и 
магния при их взаимодействии с водой. В этих работах было найдено, 
что в процессе такой трансформации на первом этапе формируются 
структуры с анионами Н3ВОН-, которые могут возникать как непо-
средственно при взаимодействии ВН4

- и Н2О, так и в две стадии с об-
разованием сначала очень слабо связанного комплекса ВН3*Н2 и ста-
билизированного катионами и молекулами воды аниона ОН-, с даль-
нейшим отщеплением Н2 и практически безбарьерным объединением 
ВН3 и ОН-. Возможен и обратный канал, с отделением ВН3 от аниона 
Н3ВОН- и последующим образованием диборана, который будет 
удаляться из зоны реакции. Для проверки характера отщепления ВН3 
от ОН- было выполнено сканирование потенциальной поверхности 
модельной системы Mg10(BH4)19H3BOH*2O(C4H10)2 вдоль расстояния 
В-О аниона Н3ВОН- (рис. 1). Согласно полученным результатам, в 
комплексе борогидрида магния с диэтиловым эфиром, как и в чистом 
борогидриде магния, при увеличении расстояния В-О энергия систе-
мы монотонно растет, асимптотически приближаясь к сумме энергий 
изолированных фрагментов Mg10(BH4)19OH*2O(C4H10)2 и ВН3. По-
этому возможность отделения ВН3 в процессе взаимодействия боро-
гидридов с водой будет определяться величиной энергетических за-
трат на разделение Н3ВОН- => ВН3 + ОН-. Эта величина существен-
ным образом зависит от энергии взаимодействия аниона с ближай-
шим окружением. Поэтому в данной работе нами было рассмотрено 
его влияние на энергию отрыва молекулы ВН3 от аниона Н3ВОН- в 
продуктах гидролиза борогидридов натрия и магния.  
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Расстояние B-O , ангстрем

Mg10(BH4)19OH*2O(C4H10)2  + BH3

 
Рис. 1. Потенциальная кривая взаимодействия фрагментов ОН 

и ВН3 в кластере Mg10(BH4)19H3BOH*2O(C4H10)2  
 

В модельной системе (Mg(BH4)2)4*4Н2О, имитирующей взаи-
модействие молекул воды с поверхностью кристаллического боро-
гидрида магния, отщепление первой молекулы водорода приводит к 
конфигурации b1, изображенной на рис. 2, в которой анион Н3ВОН- 
формирует кислородный мостик между двумя катионами магния. 
Отрыв от этой структуры молекулы ВН3 создает конфигурацию с1 с 
мостиком Mg-OH-Mg и требует затрат энергии ~ 0.9 эВ (рис. 2). В 
кластере, имитирующем аналогичную систему без дополнительных 
молекул воды, картина получается похожей, но энергия отщепления 
ВН3 ниже, ~ 0.7 эВ (рис. 2). 

У комплекса борогидрида магния с диглимом формирование 
мостиков Ме-О-Ме затруднительно, поскольку димеризация таких 
комплексов с близким расположением катионов металла энергетиче-
ски невыгодна как в исходном состоянии, так и после формирования 
анионов Н3ВОН- вместо ВН4

-. При отщеплении Н2 здесь возникает 
конфигурация b1, изображенная на рис. 3, которая прочно удержива-
ет ВН3 (энергия отрыва ~ 1.6 эВ, рис. 3, с1). 

Аналогичная ситуация имеет место и для (Mg(BH4)2)*3ТГФ, 
но здесь структура комплекса не является столь жесткой, как в пре-
дыдущем случае, поскольку молекулы растворителя могут уходить 
из первой координационной сферы с небольшими затратами энер-
гии. Тем не менее и комплексы (Mg(BH4)2)*2ТГФ не образуют ста-
бильных димеров. Однако при возникновении анионов Н3ВОН-

вместо ВН4
- ситуация меняется. Молекула BH4MgBH3OH*2TGF мо- 
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  b1  0.0 эВ      c1: b1 - BH3  0.90 эВ 

          
 b1  0.0 эВ        c1: b1 - BH3  0.72 эВ 

Рис. 2. Гидратированный и безводный терамеры борогидрида 
магния после удаления молекул Н2 и ВН3  
 
жет образовать с (Mg(BH4)2)*2ТГФ сравнительно слабый комплекс 
(энергия взаимодействия ~ 0.5 эВ), стабильный лишь при низких 
температурах (до -20 Со), но энергия взаимодействия двух молекул 
BH4MgBH3OH*2TGF вдвое выше (0.98 эВ), энтальпия димеризации 
BH4MgBH3OH*2ТГФ при нормальных условиях с учетом энтропий-
ных вкладов составляет 0.2 эВ, т.е. такие формирования могут на 
некоторое время возникать в процессе реакции. Энергия отделения 
ВН3 от таких комплексов почти такая же, как и у борогидрида маг-
ния, ~ 0.9 эВ (рис. 4), но вероятность образования диборана в данном 
случае должна быть ниже, поскольку при близких значениях затрат 
энергии для отделения ВН3 от комплекса с ТГФ необходимо возник-
новение ассоциатов с мостиками Mg-H3BOH-Mg.  
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      b1  0.0 эВ          c1: b1 - BH3  1.57 эВ 

Рис. 3. Комплекс борогидрида магния с диглимом после взаи-
модействия с молекулой воды и удаления молекул Н2 и ВН3 
 

        
        b1  0.0 эВ              c1: b1 - BH3  0.86 эВ 

Рис. 4. Комплекс Mg(BH4)2*BH4MgBH3OH*4ТГФ  до и после 
удаления ВН3 
 

У кристалла [Mg(BH4)2]2*ДЭФ строение решетки соответству-
ет трехмерной пространственной сетке, в узлах которой расположе-
ны четырехкратно координированные катионы магния, связанные 
мостиками с двукратно координированными анионами ВН4

-. К поло-
вине катионов координированы молекулы эфира, и координацион-
ные числа таких катионов по ВН4

- снижаются до трех. Одной из наи-
более простых моделей, имитирующей фрагмент такой решетки, яв-
ляется кластер [Mg(BH4)2]4*2ДЭФ, изображенный на рис. 5. В этой 
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системе отрыв ВН3 от Н3ВОН- требует примерно таких же затрат 
энергии, как и в боргидриде магния, порядка 0.8 эВ.  

 

     
     [Mg(BH4)2]4*2ДЭФ   b1  0.0 эВ        c1: b1 - BH3  0.79 эВ 

Рис. 5. Кластер [Mg(BH4)2]4*2ДЭФ после формирования анио-
на Н3ВОН- (b1) и удаления ВН3 (c1) 
 

Однако изображенные на рис. 2 и 5 кластеры недостаточно точ-
но воспроизводят окружение активного фрагмента Mg-H3BOH-Mg     
в кристаллах, поскольку в этих кластерах координационные числа 
атомов магния равны трем, а в кристаллах – четырем. Поэтому для 
уточнения влияния окружения были рассмотрены более крупные 
модельные системы Mg10(BH4)20 и Mg10(BH4)20(OC4H10)2, в которых 
координационные числа атомов магния в активной области равны 
четырем. Чтобы имитировать встроенность таких фрагментов в кри-
сталлическую решетку, на первом этапе проводилась оптимизация 
структуры исходных кластеров, а при рассмотрении систем с анио-
нами Н3ВОН- и ОН- позиции граничных атомов магния фиксирова-
лись, а остальных – оптимизировались. При переходе к более адек-
ватной модели энергии отрыва ВН3 немного снижаются (рис. 6), 
причем для кристалла 2(Mg(BH4)2)OC4H10  эта величина на 0.1 эВ 
выше, чем для чистого борогидрида магния, поэтому для первой 
системы вероятность формирования диборана должна быть ниже. 

Резюмируя полученные в данной работе результаты, можно 
сказать, что отщепление молекул ВН3 в процессе гидролиза боро-
гидрида магния облегчается в тех случаях, когда возникающий на 
первой стадии анион Н3ВОН- стабилизирован двумя катионами ме-
талла. Если добавленные лиганды препятствуют формированию та-
кого фрагмента, то выход диборана должен существенно снижаться. 
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Рис. 6. Энергии отделения ВН3 в различных системах 
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In the frame of cluster approach with 6-31G * basis set and hybrid density 
functional theory (B3LYP) was modeled ВН3 formation in the process of interac-
tion of various magnesium borohydride complexes with water. It was found that 
the ВН3 cleavage with the subsequent diborane formation is possible in cases, 
when arising at the first stage of hydrogen separation Н3ВОН- anion is stabilized 
by two metal cations 
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МЕХАНИЗМ ФОРМИРОВАНИЯ ОЗОНА ПРИ ГИДРОЛИЗЕ  
ГЕКСАГОНАЛЬНЫХ КЛАСТЕРОВ (MnO)3, (MnO)6  

И (Mn SO4)3. КВАНТОВО-ХИМИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
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В настоящей работе были рассчитаны структуры кластеров 

(Mn-A)n, где A=O и SO4, n=1-12, и теоретически исследована воз-
можность выделения озона из гексагональных кластеров (MnO)3, 
(MnO)6 и (MnSO4)3 при взаимодействии с водой. Для расчетов были 
использованы функционал плотности PBE с базисом проектирован-
ных плоских волн PAW и гибридный функционал B3LYP с базисами 
6-31G* и 6-31G**. Показано, что гексагональные структуры класте-
ров (MnA)3k (где A=O или SO4, k=1,2) могут при взаимодействии с 
водой выделять озон под воздействием видимого света 
 

Ключевые слова: марганец, окисление воды до О3, кластеры 
(MnO)n, (MnSO4)n 

 
Марганец, занимающий 25-ю ячейку Периодической системы 

элементов Д.И. Менделеева, является самым важным из десятков 
переходных металлов для современной жизни на Земле. Благодаря 
марганцу около 2.5 млрд лет тому назад на Земле появился оксиген-
ный фотосинтез, позволивший использовать воду в качестве восста-
новителя при превращении углекислого газа в углеводы. После при-
мерно 250 лет изучения фотосинтеза установлено, что окисление во-
ды ферментом вода/пластохинон -  оксидоредуктаза в фотосистеме II 
оксигенного фотосинтеза осуществляется в координационной сфере 
тетраядерного марганцевого кофактора Mn4O5Ca (4Mn-co) по реак-
ции, индуцируемой квантами света: 

4 Р680+• + 2 Н2О  =  4 Р680 + О2 + 4 Н+. 
Здесь одноэлектронный окислитель Р680+• представляет собой 

фотоокисленный димер хлорофилла a, окруженный еще двумя моле-
кулами хлорофилла a. Кроме этого хорошо известного четырехэлек-
тронного  процесса окисления воды до О2 существует еще и малоизве-
стное шестиэлектронное окисление воды до озона. Эта реакция на-
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блюдалась пока только в морских красных и бурых водорослях в ус-
ловиях водного дефицита [1]. Авторы полагают, что в условиях вод-
ного дефицита в хлоропластах морских водорослей появляются шес-
тиядерные марганцевые кофакторы 6Mn-co, которые окисляют воду 
шестиэлектронно до О3. Эксперименты по окислению воды кластера-
ми Mn(IV) в сернокислотных растворах показали, что процесс осуще-
ствляется в координационных сферах кластеров Mnn (n = 2 – 18), об-
разующихся в различных условиях опытов (разные концентрации 
Mn и H2SO4 или разных температурах растворов) [2].  . Эти кластеры 
получаются из биядерного комплекса (Mn-O)2 в сернокислотных 
растворах. Стабильные кластеры марганца образуются также при 
олигомеризации трёхядерных шестиугольных комплексов (Mn-O)3 в 
условиях высокого вакуума, масс-спектрометрически идентифици-
рованы кластеры вплоть до (Mn-O)12, причем в этих же условиях об-
разуются и другие кластеры (Mn-O)x, где x = 1 – 13  [3].  

Согласно [2], кластеры Mnn окисляют воду до продуктов, об-
наруживаемых в виде конечных молекул О2 при  n = 2, 4, 8, 16 и до 
О3 при n = 6, 12, 18. Была высказана гипотеза, что это является след-
ствием того, что первые кластеры имеют кубическую структуру, а 
вторые – гексагональную. В расчетной работе [4], однако, утвержда-
ется, что гексаядерные кластеры (Mn-O)6 имеют скорее кубическую 
структуру, чем гексагональную, что противоречит выводам [2].  

В [5, 6] на основании анализа пиков в масс-спектрах было най-
дено, что кластеры (MnO)n для n = 3, 6, 9, 12 могут быть необычайно 
стабильными и было высказано мнение, что (MnO)3 кластер, имею-
щий структуру шестиугольника [7], является строительным блоком 
более крупных кластеров, которые растут шестиугольными стопка-
ми, в отличие от объемной фазы, где MnO имеет кубическую струк-
туру [8]. В настоящей работе мы рассмотрели взаимодействие с во-
дой гексагональных кластеров (MnO)3, (MnO)6 и (MnSO4)3 и теоре-
тически исследовали возможность выделения озона из них при взаи-
модействии с водой. 

В данной работе использован испробованный нами ранее [9-11] 
подход, основанный на применении функционала плотности с пе-
риодическими граничными условиями в рамках комплекса VASP  
[12-15] (Vienna ab-initio simulation program). В качестве базиса при-
менены проектированные плоские волны PAW [16] с соответствую-
щим псевдопотенциалом, и функционал PBE [17] (PBE/PAW). Пре-
дел по энергии (Ес), определяющий полноту базисного набора, был 
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принят равным 400 эВ. Для оптимизации электронного состояния ис-
пользовался метод Метфесселя-Пакстона [18] с параметром размытия 
(σ) 0.2 и аппроксимацией энергий на величину σ = 0. Такой подход 
приводит к автоматическому определению количества неспаренных 
электронов (M) наиболее стабильного изомера исследуемой системы. 
После определения (на уровне PBE/PAW) числа неспаренных элек-
тронов в наиболее энергетически выгодной структуре проводился 
расчет геометрии наиболее стабильных структур, относительной 
энергии и эффективных зарядов на атомах (по Малликену) с исполь-
зованием хорошо зарекомендовавшего себя в молекулярных расчетах 
гибридного функционала плотности B3LYP [19, 20] с базисами 6-
31G* и 6-31G** (в рамках программного комплекса GAUSSIAN [21]). 

В расчетах кластеров (Mn-O)n , n = 1-12 показано, что получен-
ные нами на уровне PBE/PAW результаты хорошо (в пределах 0.01-
0.02 Ǻ в валентных расстояниях и 1-5º в углах) согласуются с лите-
ратурными расчетными данными и экспериментальными значениями.  

Строение кластеров (MnSO4)3k  n(H2O).  Расчеты на уровне 
PBE/PAW (рис. 1) показывают, что для (MnO)6 кубическая (M=15) 
структура расположена на энергетической шкале на 1.03 эВ выше 
гексагональной (M=13), поэтому в дальнейшем мы рассмотрели гек-
сагональные структуры кластеров (MnO)n и сравнили их с аналогич-
ными структурами с сульфатными противоионами (MnSO4)n.  

Для кластеров (MnO)3 и (MnSO4) наиболее стабильны структу-
ры с M=13, однако структуры с M=15 расположены на энергетиче-
ской шкале, соответственно, лишь на 0.4 и 0.1 эВ выше. Отсюда 
видно, что в кластерах (MnA)3  (где A=O или SO4) распаривание 
электронов происходит легко, при этом переход от кислорода к SO4 
еще больше облегчает этот процесс.  

Из рис. 1 можно видеть, что энергия объединения трех моле-
кул MnO с образованием кластера (MnO)3  в пределах 0.4 эВ близка к 
аналогичному значению образования кластера (MnSO4)3   из трех мо-
лекул MnSO4 (7.02 и 7.41 эВ, соответственно). В свою очередь, обра-
зование кластеров (MnO)6 и (MnSO4)6, из двух молекул (MnO)3 и 
(MnSO4)3 приводит к выделению еще более близких (в пределах 0.1 
эВ) энергий (3.38 и 3.48 эВ, соответственно).  

Выделение озона. На рис. 2 показаны последовательные 
структуры образования озона при взаимодействии трех молекул во-
ды с кластером (MnSO4)3 [(MnSO4)3 *3(H2O)]. Переход  

(MnSO4)3 *3(H2O) → (MnSO4)3 +3H2 + O3 
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Рис. 1. Строение и относительные энергии кластеров (MnO)3, 

(MnO)6 и (MnSO4)3, (MnSO4)6 
 

проходит в несколько этапов: 1) образование комплекса (MnSO4)3 
*3(H2O); 2) отрыв первой молекулы водорода (H2) и образование 
комплекса (MnSO4)3(OH)2*(H2O); 3) отрыв второй молекулы водорода 
(2H2) и образование комплекса с пероксидным мостиком 
(MnSO4)3(OH) (OOH); 4) отрыв третьей молекулы водорода (3H2) и 
образование комплекса с озоновым мостиком (MnSO4)3(OOO);  
5) отрыв озона с выделением начального кластера [(MnSO4)3+3H2+O3]. 
Более подробную оценку барьеров этих реакций приведем ниже, од-
нако в целом можно сказать, что они не превышают 0.5 эВ.  

Разница между структурами с M=13 и M=15 на разных этапах 
находится в интервале 0.1-0.8 эВ, при этом распаривание электронов 
не приводит к принципиальным изменениям геометрических пара-
метров. Наибольшие отклонения наблюдаются на третьем и четвер-
том этапах, где в кластере присутствуют пероксидный или озоновый 
фрагменты, соответственно. Так, энергетическая разница на четвер-
том этапе между структурами с M=13 и M=15 составляет 0.75 эВ (в 
пользу структуры с M=13), что на 0.18 эВ меньше, чем для изолиро-
ванного озона, где разница между синглетным и триплетным со-
стояниями по расчетам составляет 0.93 эВ (экспериментально для O2 
это 0,98 эВ (в пользу триплета) [22], для O3 экспериментально под-
тверждено синглетное состояние. Энергетическая разница между 
этапами реакции выделения озона находится в интервале 1,73 (этапы 
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(MnO)3 *3(H2O) 

 
(MnSO4)3 *3(H2O) 

Рис. 2. Переход от комплекса (MnA)3*3(H2O) к (MnA)3+3H2+O3 
 
1-2), 4,3 (этапы 2-3), 2,83 (этапы 3-4), 2,67 (этапы 4-5). Видимый свет 
занимает в спектре узкую полоску длин волн от400 нм (фиолетовый, 
3.1 eV) до 700 нм (красный,1.8 eV). Этот интервал включает в себя 
величины рассмотренных нами пошаговых реакций. Следовательно, 
переходы между соседними стадиями реакции могут осуществляться 
под воздействием солнечного освещения. 
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Барьеры. Адсорбция молекул воды на поверхность фрагмента 
(Mn-A)3 с образованием комплекса (Mn-A)3*3H2O (рис. 2) происхо-
дит безбарьерно. Миграция молекул воды вдоль MnO фрагментов 
кластера проходит практически безбарьерно. Достаточно легко про-
исходит и обмен атомами водорода между молекулами воды и ато-
мами кислорода, входящими в состав кластеров, в результате чего на 
поверхности кластера образуются OH фрагменты. Например, диссо-
циация воды с образованием двух OH фрагментов на поверхности 
кластера энергетически выгодна на 0.5 эВ и может происходить с 
барьерами, не превышающими 0.5 эВ. 

Процесс диссоциации воды на поверхности комплексов проил-
люстрирован на рис. 3 на примере комплексов (Mn-O)3*3H2O (M=15) 
и (MnO)6*6H2O (M=26): (MnO)3*3H2O → (Mn3O2(OH)2)*2H2O и 
(MnO)6*6H2O → (Mn6O5(OH)2)*5H2O, соответственно. Отрыв озона 
на этапе 4-5 происходит безбарьерно и показан на рис. 4.  

 

 
(Mn-O)3*3H2O (M=15) 

 
(Mn-O)6*6H2O (M=26). 

Рис. 3. Относительные энергии (в эВ) даны без учета энергии 
нулевых колебаний (HF), с учетом энергии нулевых колебаний (ZPE, 
курсив) и свободной энергии (FE, 298.1 K, 1 атм., жирный шрифт) 
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Рис. 4. Отрыв озона 

Выводы. Таким образом, на основании расчетов можно ска-
зать , что гексагональные структуры кластеров (MnA)3k (где A=O 
или SO4, k=1,2) могут при взаимодействии с водой выделять озон 
под воздействием видимого света. 
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(MnO)3, (MnO)6, (Mn SO4)3 HEXAGONAL STRUCTURES. 

INTERACTION WITH WATER AND OZONE FORMATION.  
SUPERCOMPUTER SIMULATION. 

 

T.S. Zyubina, T.S. Dzhabiyev, A.S. Zyubin, Yu.A. Dobrovolsky 
 

Institute of Problem of Chemical Physics RAS, Chernogolovka 
 

In the present work were calculated structures of clusters (Mn-A)n where 
A=O and SO4, n=1-12, and theoretically investigated the possibility of separating 
ozone by (MnO)3, (MnO)6 and (MnSO4)3 hexagonal cluster when interacting 
with water. For calculations used the PBE density functional with a basis plane 
waves PAW and the hybrid functional B3LYP with the basis 6-31G* and 6-
31G**. It is shown that the hexagonal structure of clusters (MnA)3k (where A=O 
or SO4, k=1,2) can interact with water to allocate ozone under the influence of 
visible light 
 

Keywords: manganese, oxidation of water to O3, clusters (MnO)n, (MnSO4)n 
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УДК 544.18 
 

ДЕТАЛИ СУПЕРКОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
LI-ИОННЫХ ИСТОЧНИКОВ ТОКА НОВЫХ ТИПОВ 

  
Т.С. Зюбина, А.С. Зюбин, Г.А. Покатович, Д.А. Варламов,  

Ю.А. Добровольский, В.М. Волохов, А.В. Волохов, Е.С. Амосова 
 

Институт проблем химической физики РАН, г. Черноголовка 
zyubin@icp.ac.ru 

 
В результате большого количества вычислительных экспери-

ментов были разработаны квантово-химические модели различных 
компонент литий-ионных источников тока на основе кремний-
углеродных композитов и наноструктур, перспективных для твердых 
электролитов. Были смоделированы транспортные, структурные и 
энергетические процессы, протекающие в литий-ионных источниках 
в ходе многочисленных циклов зарядки-разрядки. Используя методы 
молекулярной динамики, было оценено влияние различных темпера-
турных режимов на структуры наносистем и характеристики процес-
сов зарядки-разрядки 
 

Ключевые слова: компьютерное моделирование, углеродно-
кремниевые нанокомпозиты, твердые электроды, Нафион, Li-ионные 
аккумуляторы, диметилсульфоксид, твердые и полимерные электро-
литы 

 
Наиболее перспективными и распространенными типами ак-

кумуляторов и батарей являются литий-ионные источники тока 
(ЛИА), основанные на переносе через среду жидкого или твердого 
электролита ионов лития с катода на анод. Необходимо создать 
электрохимические экологически безопасные ЛИА новых типов с 
повышенной (в 3-4 раза) энергоемкостью, числом циклов зарядка-
разрядка, способностью работать в условиях низких и высоких тем-
ператур, с высокими значениями удельной энергии. Главные области 
применения ЛИА – это компактные переносимые возобновляемые 
источники тока и экологически чистый авиа- и автотранспорт. 

Численное моделирование элементарных процессов и различ-
ных механизмов химических реакций и транспортных процессов в 
ЛИА ведет к улучшению контроля над химическими реакциями 
внутри них и делает возможным создание наиболее оптимальных 
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наноматериалов с точки зрения энергоэффективности, устойчивости 
материалов в процессе циклов зарядки-разрядки, ценообразования 
конструктивных материалов и экологичности процессов утилизации.  

Графит или графитоподобные углеродные структуры имеют 
емкость по литию до одного иона лития на 6 атомов углерода LiC6, 
что дает емкость по заряду ~ 0.37 Ач/г. Кристаллический Si дает ем-
кость по литию (электрохимическую), превосходящую таковую для 
углерода более чем в 10 раз (4-9 Aч/г для Si как Li15Si4 и Li22Si5). 
Увы, такое преимущество не удается полностью реализовать вслед-
ствие глубоких структурных изменений используемых модификаций 
кремния (в процессе литирования происходит резкое изменение объ-
ема кремния, приводящее к разрушению электрода). Необходимо 
моделирование поведения лития на поверхности и в объеме аморф-
ного наноструктурированного кремниевого анода (структуры типа 
«снежный ком» и «ядро-оболочка», нановолокна и нанобумага и 
т.п.) для выяснения возможности включения его в состав анодной 
части литиевого источника тока.  

В качестве первоочередной задачи мы поставили  моделирова-
ние твердых и полимерных электролитов состава Li10GeP2S12 и  
Li-Nafion™* n∙ДМСО (n=0-18) с высокой проводимостью по ионам 
лития (Nafion™ – sulfonated tetrafluoroethylene based fluoropolymer-
copolymer, ДМСО – Диметилсульфоксид), не реагирующих с Si-C 
нанокомпозитами и устойчивых к низким и высоким температурам. 
Необходимо также моделирование транспортных процессов пере-
мещения лития между электродом и электролитом и структурных и 
энергетических характеристик этих процессов. 

В исследовании проводилось моделирование основных стадий 
физико-химических процессов, происходящих в композитных нано-
структуриро-ванных материалах электродов ЛИА на основе углеро-
да и кремния (наночастицы, нанотрубки, нанопроволоки и кристал-
лические поверхности) и твердых электролитах. Моделирование 
проводилось с использованием пакетов VASP (MD-VASP) в рамках 
метода функционала плотности с учетом градиентной корреляции 
(DFT/PBE) и периодических граничных условий. Также были ис-
пользованы ППП CPMD (http://www.cpmd.org) и Gaussian 
(http://www.gaussian.com).  

ППП VASP предназначен для моделирования процессов в объ-
еме и на поверхности твердых тел (прежде всего катализа и ионной 
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проводимости) в рамках неэмпирических подходов, основанных на 
применении функционалов плотности с использованием периодиче-
ских граничных условий с базисами на плоских волнах. ППП VASP 
позволяет проводить оптимизацию структуры и выполнять модели-
рование в рамках молекулярной динамики. Метод основан на при-
ближении локальной плотности (при конечных температурах), при 
этом свободная энергия считается вариационным параметром, и на 
каждом шаге  выполняется точная оценка мгновенного электронного 
основного состояния. В программе VASP используется эффективные 
схемы диагонализации матриц и смешивания электронной плотности 
Pulay/Broyden, а также значительно улучшены процедуры сходимо-
сти процессов ССП и оптимизации. Обеспечивает хорошую точность 
описания систем до нескольких сотен атомов. Поддерживает 
CUDA™ (Compute Unified Device Architecture – программно-
аппаратная архитектура параллельных вычислений). 

Для моделирования транспортных процессов в рамках неэм-
пирической молекулярной динамики с периодическими граничными 
условиями были использованы два подхода – CPMD (приближение 
Кара-Паринелло), в котором рассчитанная для стартовой конфигура-
ции волновая функция аппроксимируется набором классически дви-
жущихся частиц малой массы, и более точное, но и более медленное 
приближение MD-VASP (MD/PBE/PAW), где используются те же 
алгоритмы, что и при обычной оптимизации структур, но с более 
грубыми критериями точности расчета. Тем не менее, как правило, 
применение MD-VASP позволяет проводить моделирование сущест-
венно быстрее, чем в рамках CPMD. Для достижения аналогичной 
детальности глубины проникновения в рамках MD-VASP требова-
лось примерно в 6-8 раз меньше шагов вычислений.  

Начиная с версии 5.4.1. (бета-версия – июнь 2015, final release 
– ноябрь-февраль 2015 года), прикладной пакет VASP 
(http://www.vasp.at) поддерживает использование CUDA технологий 
для расчетов методами стандартного и гибридного DFT (уравнения 
Hartree-Fock).  

Для большей части задач, использующих DFT, на ускорителях 
Tesla С2075 достигается ускорение (сравнивая версии VASP с под-
держкой и без поддержки GPU ускорения) от 1.6 до 6 раз в зависи-
мости от размерности задачи и ее типа. Это дает перспективу значи-
тельного убыстрения расчетов для ППП VASP на «гибридных» вы-
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числительных узлах (при обновлении VASP до версии выше 5.4), в 
том числе на существующих очередях СК «Ломоносов» и гибридных 
станциях ИПХФ. Помимо обновления версии VASP, требуется до-
полнительная перенастройка конфигурационного файла VASP, так-
же весьма желательно обновление библиотек CUDA до версии не 
ниже 7.5. 

Выполнено более 2000 вычислительных экспериментов дли-
тельностью от нескольких часов до месяцев на разнородных вычис-
лительных ресурсах (суперкомпьютерные кластеры и высокопроиз-
водительные гибридные установки ИПХФ РАН, СК «Ломоносов» 
СКЦ МГУ, МВС-100 МСЦ РАН). При проведении расчетов были 
использованы различные пулы процессоров, от 16 до 128 CPU (с 
различным количеством ядер на процессор), с обязательным наличи-
ем локальных дисков, при этом достаточное эффективное ускорение 
пакета VASP наблюдалось при кол-ве CPU до 40-48. Большее влия-
ние оказывает наличие RAM > 2 Гб на ядро + SSD диски.  

В упрощенном виде время расчета поведения сред-
них/больших атомных кластеров Si7-350 определяется сутками (до 80 
часов), а моделирование мезосистем SinCm(LiNj) в целом (с размер-
ностью в тысячи атомов) оценивается ориентировочно вплоть до 
n∙106 процессоро-часов (до месяцев расчетов) 

Базовый кластер, на котором проводились расчеты, состоит из 
176 двухпроцессорных узлов HP Proliant – всего 1472 ядра на основе 
4- и 6-ядерных процессоров Intel Xeon 5450 и 5670 частотой 3 ГГц, с 
оперативной памятью 8 и 12 Гбайт на узел; коммуникационная сеть 
Infiniband DDR, транспортная и управляющая сети – Gigabit Ethernet; 
жесткие диски – не менее 36 Гбайт на узел) 

GPU эксперименты : 1) 2 high-performance station (2 х 12 cores 
[2x6 3.46GHz Intel® Xeon® X5675], 48 Gb RAM, 3 Tb HDD/SSD, 2 
GPU Nvidia Tesla C2075, 3 x Gigabit Ethernet, peak perfomance up to 
1,3 Tflp double precision and 2.3 Tflp ordinary precision; 2) Workstation 
Godwin SB 460 – 2  x 12 core E5-2690V3, MB iC612, RAM 256Gb 
DDR4 Reg, SSD 480Gb + 4 Tb SATA, 2 GB Lan + Nvidia GTX 770 ; 3) 
«Ломоносов-1» – примерно 40-45% экспериментов (+«Чебышёв») ; 
4) Кластер ИПХФ – 50% ; 5) Рабочие станции ИПХФ и ИЭМ РАН с 
поддержкой GPU Nvidia – 2-3% ; 6) МВС-100 – единичные экспери-
менты. 
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Сравнительное ускорение при увеличении числа процессоров 
при работе с программой VASP на «Чебышев» и «Ломоносов-1» 
приведены на рис. 1. 

Рис. 1. Сравнительное ускорение при увеличении числа процес-
соров при работе с программой VASP на «Чебышев» и «Ломоносов-1»  

 
Основные направления компьютерного моделирования компо-

нентов ЛИА состоят в следующем:  
• геометрия, энергетические и электронные характеристики на-

нокластеров Sin (n=2÷350) и нанокомпозитных (Si-C) «корал-
лов» с разветвленным углеродным;  

• геометрия, энергетические и электронные характеристики обо-
гащенных Si углеродных нановолокон, нанотрубок, «нанобу-
маги» с мономерной углеродной структурой;  

• процессы литирования-делитирования электродных материа-
лов на основе кремния и углерода; 

• структура, энергетические и электронные характеристики 
твердых и полимерных электролитов с высокой проводимо-
стью по ионам лития; 

• процессы транспорта ионов лития в электролитах и на границе 
электрод-электролит; 

• многократные циклы зарядки-разрядки в зависимости от сте-
пени насыщения литием и температурных условий. 
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В качестве примера на рис. 2 приведены структуры контактной 
области твердого Li80Ge8P16S96 (a) и полимерного LiNafion*8DMSO 
(b) электролитов с поверхностью электрода в виде кремний углерод-
ной бумаги Si32C38. 

 

Рис. 2. Структуры контактной области твердого Li80Ge8P16S96 
(a)  и полимерного  LiNafion*8DMSO (b) электролитов с поверхно-
стью электрода в виде кремний углеродной бумаги Si32C38 

 
Для оценки адекватности, достоверности и точности компью-

терной модели проводился ряд испытаний ее различными методами. 
Расчетные модельные данные, получаемые в ходе эксплуатации мо-
дели при различных внешних параметрах и с различным составом ее 
компонентов, сопоставлялись с: 

• наблюдаемыми или измеряемыми в экспериментах аналитиче-
скими данными (спектральные данные, рентгеноструктурные, 
электронно-микроскопические и рамановские измерения струк-
турных параметров, тепловые эффекты, энергии связи в наност-
руктурах); 

• теоретическими данными, полученными на основании строгих 
физико-химических расчетов; 

• данными моделирования, проведенных другими способами или с 
построением других сторонних математических моделей и про-
граммных средств. 

  
     a)     b) 
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Примеры сравнения модельных и наблюдаемых данных при-
ведены ниже. 

1. Параметры ячеек Si-C агрегатов: для кластеров кристалли-
ческого кремния рассчитанный параметр a=5.47 Å всего на 1% пре-
вышает экспериментальную величину 5.43 Å, для прочих кристалли-
ческих параметров – не более 2%. 

2. Рассчитанное значение средней энергии связи атомов в 
кристалле кремния 4.54 эВ/ат – это 98% от экспериментального зна-
чения 4.63 эВ/ат. 

3. Разность модельных и экспериментальных равновесных ва-
лентных расстояний между ионами не превышает 0.05 Ǻ. 

4. Для теплот сублимации и энергии адсорбции – менее 12%. 
5. Для относительных энергий и энергий активационных 

барьеров – менее 0.1 эВ. 
6. Для рентгенофлюоресцентных спектров смещение расчет-

ных пиков по сравнению с аналитическими менее 0.3 эВ. 
Для оценки точности и адекватности физико-химической мо-

дели служат следующие критерии. 
1. Реплицируемость результатов. 
2. Внутренняя непротиворечивость. 
3. Возможность применения на широком спектре моделируе-

мых веществ (например, от малоатомных кластеров кремния до мно-
гоатомных мезоструктур SinCmLiiNj). 

4. Отсутствие явных противоречий наблюдаемым физико-
химическим эффектам при эволюции реальных моделируемых сис-
тем (например, при нагреве-остывании). 

5. Отсутствие в модели несоответствий физико-химическому 
состоянию моделируемых веществ (например, образованию метал-
лического лития или разложению электролитов). 

Основные выводы. Разработаная компьютерная модель ион-
ного транспорта в литий-ионных аккумуляторах и батареях, предна-
значенная для прогнозирования количественных характеристик уст-
ройства и выявления лимитирующей стадии процесса позволяет с 
использованием передовых квантово-химических программ и высо-
коточных расчетов на молекулярном уровне (на основании анализа 
структуры и транспортных свойств электрода и электролита) оце-
нить целевые свойства аккумулятора. Модель включает в себя ре-
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зультаты компьютерного расчета процессов, протекающих на по-
верхности и в объеме ионпроводящих электродов и электролита. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Гранта ФЦП «Иссле-

дования и разработки по приоритетным направлениям развития научно-
технологического комплекса России на 2014-2020 годы» проект выполняет-
ся при финансовой поддержке государства в лице МинОбрНауки России по 
Соглашению о предоставлении субсидии от 28 ноября 2014 г. № 
14.607.21.0102 по теме: «Компьютерное моделирование абсорбционных и 
транспортных свойств твердых электролитов и наноструктурированных 
электродов на основе углерода и кремния в Li-ионных аккумуляторах и 
батареях» и Гранта РФФИ № 15-07-08399 «Создание эффективной среды 
компьютерного моделирования квантово-химических процессов и нано-
структур на базе программного комплекса новейших вычислительных сер-
висов и высокоуровневых веб- и грид-интерфейсов к ним». 

 
 

SUPERCOMPUTER SIMULATION PECULIARITY  
OF THE Li-ION POWER SOURCES OF NEW TYPES 
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Yu.A. Dobrovolsky, V.M. Volohov, A.V. Volohov, E.S. Amosova 
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As a result of a large amount of computational experiments (more than 
two thousand) performed on a number of supercomputing resources, we have 
developed quantum-chemical models of various constituent components of Li-
ion power sources based on silicon-carbon nanostructure composites and promis-
ing solid electrolytes. Transport, structural and energetic processes occurring in 
Li-ion power sources during numerous charge-discharge cycles have been simu-
lated. Using methods of molecular dynamics, we estimated the e_ects of different 
temperature regimes on the nanosystem structure as well as the characteristics of 
these processes 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ГИДРОЛИЗА ТИОНИЛХЛОРИДА  

М.А. Засовская  
Ухтинский государственный технический университет 

aspect51@yandex.ru 

Современные исследования нельзя представить без использо-
вания современных информационных технологий. В настоящее вре-
мя большой оборот и популярность набирают квантово-химические 
исследования на базе таких программ как Gaussian, Mоltran и многих 
других.  

Для теоретического изучения нейтральных молекулярных и 
ионных систем среднего размера с замкнутыми электронными обо-
лочками, к которым относятся комплексы и кластеры воды с молеку-
лами оксидов и галогенидов, наибольшее значение имеют методы, 
основанные на теории функционала плотности и теории возмущений, 
а также экстраполяционные методы, применяемые для высокоточной 
оценки термодинамических характеристик 

Ключевые слова: тионилхлорид, кластеры воды, DFT, MP2, 
гидролиз, Gaussian, Mоltran 
 

Введение 
Тионилхлорид – это промышленный реагент, производство ко-

торого в мире, достигает десятков тысяч тонн в год. SОCl2 является 
очень мощным окислителем, и одно из его основных предназначе-
ний заключается в преобразовании спиртов и карбоновых кислот в 
соответствующие хлориды [1]. Тионилхлорид также рассматривает-
ся как потенциальное средство хлорирования кремнезема, в т.ч. при 
производстве хроматографических колонок [2]. В настоящее время 
SОCl2 применяется при производстве литиевых источников тока (ба-
тарей), которые отличаются высокой энергетической плотностью и 
длительным сроком хранения.  

При крупнотоннажном производстве большого количества тио-
нилхлорида попадает в атмосферу, где протекает гидролиз и после-
дующие фотореакции окисления и восстановления этого соединения 
до SО2, SО3, H2SО3, H2SО4, HCl, Cl2, HОCl. Поэтому SОCl2 является 
следовым загрязнителем атмосферы, реакции которого влияют на со-
став атмосферы, экологию и процессы формирования климата. Осоз-
нание этого факта привело к экспериментальным и теоретическим 
исследованиям кинетики гидролиза SОCl2 во влажном воздухе [3]. 
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Термодинамические и кинетические параметры гидролиза рас-
считываются с помощью современных квантово–химических мето-
дов, в частности, теорией функционала плотности (DFT, B3LYP/6–
311++G(2d,2р)); теорией возмущений Меллера–Плессета 2 порядка 
(MP2/6–311++G(3df,3pd) и MP2/aug–cc–pVTZ), высокоточным экст-
раполяционным методом для оценки термодинамических парамет-
ров G4; теорией связанных кластеров (CCSD(T)/CC–pVDZ и 
CCSD(T)/aug–CC–pVTZ)). Для всех изученных молекулярных струк-
тур и переходных состояний проведена полная оптимизация геомет-
рии с последующим расчетом колебательных частот. Для всех опти-
мизированных структур в рамках гармонического приближения рас-
считаны термодинамические функции. Для всех изученных элемен-
тарных реакций построены непрерывные пути реакции минимальной 
энергии. На основе этого, установлен полный, непрерывный путь 
реакции минимальной энергии, наиболее выгодного канала реакции, 
от реагентов до продуктов. Константы скорости ключевых элемен-
тарных стадий рассчитаны в рамках стандартной теории переходно-
го состояния с учетом туннельных поправок по методам Вигнера, 
параболического барьера и теории туннелирования Скодье-Трулара.  

Методика исследования 
Геометрические конфигурации стационарных точек на по-

верхности потенциальной энергии системы SОCl2+2H2О рассчиты-
вались методом функционала плотности (DFT) с использованием 
обменного функционала B3LYP с базисом 6–311++G(2d,2р) и при 
помощи теории возмущений с базисом более высокой точности  
6–311++G(3df,3pd)) и aug–cc–pVTZ. Также для высокоточного рас-
чета термодинамических параметров использовалась неэмпириче-
ская экстраполяционная схема G4 [4], но в случае комплексов боль-
шого размера использование данного метода было невозможно. Для 
комплексов SОCl2·H2О (RC1–2) и SОCl2·2H2О (RC2–2), которые яв-
ляются ключевыми интермедиатами гидролиза, полная оптимизация 
проводилась на высокоточных уровнях CCSD(T)/CC–pVDZ и 
CCSD(T)/aug–CC–pVTZ. Расчеты на уровнях DFT и MP2 проводи-
лись с помощью программ Gaussian03 [5], а для расчетов G4 исполь-
зовался пакет программ Gaussian09 [6]. Программа CFОUR [7] ис-
пользовалась для более высокого уровня расчета – CCSD(T). 

Структура простых молекул описывалась координатами Z-
матрицы, которые задавались с помощью длин связей и межатомных 
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углов. Z-матрица – это набор записей, которые содержат информа-
цию о химическом типе атомов, расстояний между атомами и углах 
между ними. 

Для более сложных структур комплексов начальная геометрия 
задавалась с помощью декартовых координат, выбранных на основе 
предварительно выполненных расчетов более простых молекул. 

Оптимизация молекулярной геометрии выполнялась в про-
грамме Gaussian. Оптимизация и расчет структур продолжались до 
идентификации стационарной точки, после чего для найденных ста-
ционарных точек выполнялся расчет колебательных частот на том 
же уровне теории.  В случае структур, которые отвечают минимумам 
на поверхности потенциальной энергии, не было найдено мнимых 
частот, и только одна мнимая частота была найдена для всех точек, 
соответствующих переходным состояниям. 

Для всех переходных состояний (ПС) проводилась процедура 
следования по внутренней координате реакции IRC(internal reactiоn 
cооrdinate, IRC) [8]. Эта процедура состоит в бесконечно медленном 
спуске из точки ПС в точки локальных минимумов, которые разде-
ляет данное переходное состояние. Два локальных минимума ППЭ 
всегда отделены друг от друга одним и только одним переходным 
состоянием, поэтому применение процедуры IRC является способом 
однозначно установить элементарную реакцию, в которой принима-
ет участие данное переходное состояние. 

Термодинамические данные и другие результаты, полученные 
после расчета, анализировались с помощью программы Mоltran [9]. 
Эта программа используется для проверки результатов, полученных 
после квантово–химических расчетов, выполненных различными 
квантово–химическими пакетами, включая Gaussian и GAMESS. Она 
также позволяет редактировать молекулярные структуры, работая в 
качестве «молекулярного редактора».  При молекулярном редакти-
ровании есть возможность сохранять и восстанавливать молекуляр-
ные фрагменты в базу данных и использовать их позднее для созда-
ния более сложных структур. Особенностью программы Mоltran яв-
ляется возможность выполнять различные термодинамические рас-
четы (с широким изменением параметров модели),учитывая вклады 
внутренних вращений, если они присутствуют в молекуле.  

Расчеты кинетических параметров реакции проводились с по-
мощью программы KinTran [10], которая является дополнением к 
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программе Mоltran. С помощью KinTran можно рассчитать термоди-
намические параметры реакции, ее кинетические параметры, кон-
станты скорости на основе стандартной теории переходного состоя-
ния СТПС (cоnventiоnal transitiоn state theоry, CTST) и вклады кван-
тового туннелирования в константу скорости. 

Основные результаты и обсуждение 
Термодинамические параметры реакции гидролиза 

Полученные данные [11] подтверждают сделанные ранее вы-
воды о том, что гидролиз в межмолекулярных комплексах имеет бо-
лее низкие барьеры активации как с точки зрения энергии активации, 
так и энергии Гиббса. В этом случае энергия активации на 56,3 
кДж∙моль–1 ниже, чем энергия активации для бимолекулярной реак-
ции по данным расчета MP2 и 48,9 кДж∙моль–1 в соответствии с рас-
четными данными B3LYP. Лимитирующей стадией гидролиза в сис-
теме SОCl2+2H2О является гидролиз по первой связи S–Cl. Ее энергия 
активации по отношению к SОCl2+2H2О равна 56,3кДж∙моль–1 по дан-
ным расчета MP2 и 77,5 (B3LYP) кДж∙моль–1. Аналогичным образом, 
энергии активации Гиббса 140,4  (MP2) и 160,4 кДж∙моль–1 (B3LYP). 

Было установлено, что гидролиз первой связи S–Cl проходит 
через последовательность двух элементарных стадий и промежуточ-
ный комплекс RC2–2, в котором SОCl2 координируется с водой и 
имеет практически плоскую структуру. Этот комплекс, как и другие 
интермедиаты, структура которых найдена в этом исследовании, в 
принципе, могут быть зарегистрированы в эксперименте с использо-
ванием, например, метода матричной изоляции и вычисленных ИК 
спектров. Этот факт может быть использован для эксперименталь-
ной верификации результатов данной работы. 

По сравнению с бимолекулярной стадией гидролиза, гидролиз 
в комплексе SОCl2(H2О)2 имеет различное распределение продуктов 
гидролиза по первой и второй связи S–Cl, которые могут быть так же 
зарегистрированы в эксперименте. 

Кинетика реакции 
Координация дополнительной молекулы воды имеет сущест-

венное влияние на энергию активации гидролиза. Дополнительные 
расчеты на уровнях MP2(full)/aug–cc–pVTZ и CCSD(T)/aug–cc–pVTZ 
приводят к значениям энергии активации, которые находятся в хоро-
шем согласии с предварительными значениями MP2/6–311++G(3df, 
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3pd). Однако, понижение свободной энергии активации Гиббса зна-
чительно менее заметно. Это связано с тем, что выгода энергии при 
координации существенно компенсируется потерями поступатель-
ной энтропии за счет координации дополнительной молекулы воды в 
тримолекулярном комплексе. Ускорение кажущейся константы ско-
рости бимолекулярного гидролиза можно оценить как 

 3 2

2

(298) (298)exp
(298)

k H O G
k RT

 
  

 
,
 

где k3 и k2 являются кинетическими константами скорости реакции 
SОCl2 в ди- и моногидратных комплексах, соответственно; 
ΔΔG≠(298) представляет собой разницу между энергиям активации 
Гиббса этих реакций; [H2О] – типичная концентрация воды в экспе-
риментальных условиях, оценивается, как  5·1017 молекул·см–3. 

Записанное выше выражение оценивает увеличение скорости 
на различных уровнях теории, примерно как 101 (B3LYP/6–
311++G(2d,2р)), 10–1 (MP2/6–311++G(3df,3pd)), 101 (CCSD(T)/aug–
cc–pVTZ). В таблице приведены константы скорости для реакции 
SОCl2 с дигидратными комплексами для каждой элементарной реак-
ции. В таблице приведены эффективные и кажущиеся константы 
гидролиза SОCl2 + 2H2О для всех найденных переходных состояний 
с учетом эффекта туннелирования. Таким образом, ускорение реак-
ции за счет образования дигидратных комплексов, оцененных на 
разных уровнях теории, оказывается не больше, чем на порядок вели-
чины. Тем не менее, этого ускорения реакции недостаточно, чтобы 
объяснить расхождение на 6–10 порядков между расчетными значе-
ниями бимолекулярной константы и экспериментальным значением. 

Часто предполагается, что эффект туннелирования атомов во-
дорода может ускорить скорость реакции. Чтобы оценить этот эф-
фект, мы рассчитали коэффициент туннелирования, используя два 
различных подхода – формулу Вигнера [12] и метод Скодье–Трулара 
[13-14]. Для обоих теорий расчетные коэффициенты передачи при 
Т = 298,15K составляют всего 1,00, что приводит к пренебрежимо 
малому ускорению за счет туннелирования протона. Такой результат 
не удивителен, если принимать во внимание, что реакция характери-
зуется низкой абсолютной величиной мнимой частоты, что означает, 
что кинетическая барьер является достаточно широким. Это также 
говорит о том, что более сложные подходы к оценке коэффициента 
туннелирования, учитывающих кривизну пути реакции в простран-
стве молекулярных координат (см.например, [15] для сравнения ре-
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зультатов различных методов оценки туннельного эффекта) не могут 
привести к значительному повышению коэффициента, поскольку в 
случае широкого барьера не наблюдается сильного укорочения длин 
связей в структуре переходного состояния, которые могут привести 
к значительной кривизне пути реакции. 

 
Рассчитанные константы скорости, коэффициенты туннелирования  

и кажущиеся бимолекулярные константы для лимитирующих стадий  
гидролиза в составе моно- и дигидратных комплексов 

Лимитирую-
щая стадия 
гидролиза  
с участием  
моно- и ди-
гидратных 
комплексов 

k(298), 
рассчитан-
ная мето-
дом CTST 
(см3/(моле-
кул∙с) или 
см6/(моле-

кул∙с)) 

Макси-
мальный 
коэффи-

циент 
туннели-
рования 

Кажущаяся  
бимолекулярная 

константа  
с учетом  

туннелирования, 
см

3
/(молекул∙с)

а)
 

Увеличение 
кажущейся 
константы 
за счет ко-
ординации 

второй  
молекулы  

воды 

B3LYP/6-311++G(2d,2p) 

SОCl2+H2О → 
[TS1–1a] → 
RC1–2 

1,42 ·10
–31

 1,01 1,43 ·10
–31

 

6,03 
SОCl2+2H2О → 
[TS2–1a] → 
RC2–2 

1,38 ·10
–48

 1,25 8,63 ·10
–31

 

CCSD(T,full)/aug–cc–pVTZ// B3LYP/6-311++G(2d,2p) 

SОCl2+H2О → 
[TS1–1a] → 
RC1–2 

2,12·10
–35

 1,01 2,14·10
–35

 

36,6 
SОCl2+2H2О → 
[TS2–1a] → 
RC2–2 

1,25·10
–51

 1,25 7,84·10
–34

 

 

Ранее было показано [16], что туннелирование протона в сис-
теме SО3 + (H2О)2 имеет решающее влияние на скорость гидратации 
SО3. В результате проведенного нами исследования мы приходим к 
выводу, что в отличие от оксидасеры (VI), гидролиз оксигалогенидов 



113 

серы (IV) не имеет такой особенности. Возможно, это обусловлено 
тем, что сродство атомов хлора при образовании водородной связи 
значительно меньше по сравнению с водородными связями с атома-
ми кислорода.  

Выводы 
С помощью пакета программ Gaussian, Mоltran выполнено 

квантово-химическое моделирование процесса гидролиза тионил-
хлорида в газовой фазе с моно- и диаква комплексами.  

Был впервые установлен механизм гидролиза тионилхлорида в 
газовой фазе, протекающий в составе нейтральных дигидратных 
комплексов различного строения, определены структурные, термо-
динамические и спектральные характеристики предреакционных 
комплексов, интермедиатов, термодинамические характеристики 
всех элементарных стадий, их кинетические параметры с учетом ко-
эффициентов туннелирования. 

Также было установлено, что механизм гидролиза, который 
проходит с участием нейтральных водных комплексов и кластеров 
(по крайней мере в комплексах с n = 1,2, как показано в настоящей 
работе) не позволяет полностью объяснить экспериментально на-
блюдаемую аномально высокую скорость этого процесса в газовой 
фазе и свидетельствует о протекании параллельных реакций по ино-
му механизму. 
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chemical researches on the basis оf such programs as Gaussian, Mоltran and ext.  

For theoretical studying of neutral molecular and ionic systems of the av-
erage size with self-contained electronic shells to which complexes and clusters 
of water with molecules of oxides and halоgenids belong the methods based on 
theories of a functional of density and a perturbation theory, and also the extrapo-
lation methods applied to a high-precision assessment of thermodynamic charac-
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Предложена модель сверхрешетки, состоящей из чередую-

щихся полосок однослойного и двухслойного графена. С использо-
ванием метода матрицы переноса выведено дисперсионное соотно-
шение. На основе численного анализа дисперсионного соотношения 
построены графики зависимости энергии электрона от компонент его 
квазиимпульса 

 
Ключевые слова: двухслойный графен, модель Кронига-

Пенни, метод матрицы переноса 
 

Сверхрешетки на основе графена (СРГ) привлекают внимание 
исследователей [1-3] в связи возможностью создания на их основе 
устройств, в которых используются эффекты, связанные с неквадра-
тичностью энергетического спектра и конечной шириной зоны про-
водимости, а также со взаимной зависимостью движений в носите-
лей тока в направлении чередования слоев сверхрешетки и в попе-
речном направлении, возникающей в силу неаддитивности энергети-
ческого спектра графена [4]. В настоящей работе рассматривается 
сверхрешетка, состоящая из чередующихся полосок однослойного и 
двухслойного графена (рис. 1). Будем рассматривать так называемый 
bias bilayer graphene [4], в котором за счет действия постоянного 
электрического поля, прикладываемого перпендикулярно поверхно-
сти образца, формируется запрещенная зона. Энергетический спектр 
этого материала определяется следующим выражением: 

 
2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2v 4
2 4F F
t tv k k t
 

          .          (1) 
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Здесь 8~ 10 см/сFv - скорость на поверхности Ферми в графене, k  - 
квазиимпульс электрона, 0.4 эВt   - интеграл перекрытия между 
слоями двухслойного графена, ~ 0.1...0.3t  - параметр, определяю-
щий ширину запрещенной зоны (полуширина запрещенной зоны 

 2' / 4 / 1t       ). Величину   можно менять путем изме-
нения внешнего поперечного поля, что дает возможность регулиро-
вания параметров структуры. 

 
Рис. 1. Схема расположения слоев сверхрешетки: 1L – полоска 

однослойного графена, 2L – полоска двухслойного графена 
 
Для получения дисперсионного соотношения воспользуемся 

подходом, основанным на модели Кронига-Пенни, развитым в [1].  
Гамильтониан двухслойного графена имеет вид: 
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Решением уравнения Шредингера будет четырехкомпонент-
ный спинор  1 2 3 4, , , TII      . Компоненты 1 2,   соответст-
вуют состояниям на подрешетках 1A  и 1B  одного листа, а компонен-
ты 3 4,   - состояниям на подрешетках 2A  и 2B  другого листа гра-
фена. В целом гамильтониан записан вблизи одной из дираковских 
точек. Поскольку для получения трансляционной матрицы необходи-
мо потребовать выполнения условий сшивки волновой функции [1]: 

       10 0 , 0 0I II II I
n I n I n nd d d           ,       (2) 

необходимо записать гамильтониан однослойного графена также в 
виде матрицы размером 4 4 . Формально это можно сделать, поло-
жив в (1) 0t     - в этом случае собственные значения гамиль-

тониана будут равны 2 2
I F x yE v k k   , что соответствует спектру 

однослойного графена в низкоэнергетическом приближении (именно 
такой подход используется в [4], где в рассмотрена СРГ, состоящая 
из чередующихся полосок однослойного и двухслойного графена 
(unbiased bilayer graphene), для которого полагают 0  ). С другой 
стороны, при таком подходе компоненты спинора, являющегося 
решением уравнения Шредингера I I

I IH E   , имеют другой 
смысл: 1 2,   соответствуют состояниям на подрешетках 1A  и 1B  
для электрона вблизи дираковской точки 1K , 3 4,   - состояниям на 
тех же подрешетках, но соответствующим дираковской точке 2K . В 
низкоэнергетическом приближении в отсутствии переброса 
электронов между долинами эти состояния независимы друг от 
друга. Именно независимость состояний позволяет отсчитывать 
значения квазиимпульса от ближайшей дираковкой точки, что дает 
возможность расширить двухстрочную матрицу гамильтониана 
однослойного графена до четырехстрочной путем простой добавки 
комплексно сопряженной матрицы в качестве второго блока блочно-
диагональной матрицы размером 4 4 . Следует отметить, что 
наиболее корректно в качестве условия сшивки решения требовать 
непрерывности плотности потока вероятности, но нахождение 
выражения для дисперсионного соотношения при таком условии – 
предмет дальнейшего исследования. Итак, гамильтониан 
однослойного графена запишем в виде 
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. (3) 

Решение уравнения Шредингера в области ямы (1L на рис. 1) 
будем искать в виде 

       
1 1
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. (4) 

Подставляя (4) в (3), получаем следующее выражение для 
волновой функции 
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.        (5) 

Здесь введены обозначения  1F yv k ik   , значение 1k  

может быть найдено из условия  2 2 2 2 2
1F yE v k k  . Из (4) видно, что 

пары компонент 1 1,p n   и 3 3,p n   независимы друг от друга.  
В области барьера нужно рассмотреть две ситуации: когда 

энергия электрона на границы ямы и барьера меньше   - в этом 
случае решение затухающее    1 2 2 2exp expII B k x B k x    , и 
случай, когда энергия больше   - в этом решение осциллирующее: 

   1 2 2 2exp expII C ik x C ik x    . В первом случае имеем  
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,  2F yi v k k    . Это выражение справедливо 

при выполнении условия 
 2 2 2 2 24 0t E t      ,                (7) 

а также условия 

   2 2 2 2 22 2
2

2 2 2 2

4
0y

F F

t E tE
k

v v
     

  
 

,  (8) 

при этом 
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условия 
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F F
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,   (9) 

при этом 
   2 2 2 2 22 2

2
2 2 2 2 2 2

4
y

F F

t E tE
k k k

v v
 

   
   

 
. Наличие 

двух различных выражений для 2k  связано с тем, что одному значе-
ние энергии могут соответствовать два значения модуля квазиим-
пульса, отвечающие либо одной нижней подзоне из-за наличия об-
ласти отрицательной эффективной массы (рис. 2а), либо разным 
подзонам (рис. 2б).  

Осциллирующее решение может быть получено из (6) путем 
формальной замены 2 2k i . 
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а) б) 

Рис. 2. Зависимость энергии электрона в двухслойном графене 
от модуля его квазиимпульса в зоне проводимости 

 
Для вывода дисперсионного соотношения воспользуемся ме-

тодом матрицы переноса (Т-матрицы), которая связывает значения 
компонент спинора для l -й сверхъячейки с компонентами спинора 
для ( l +1)-й сверхъячейки: 
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Воспользовавшись методикой, подробно описанной в [1], 
получаем в случае затухающего решения в области барьера 
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  (11) 

Согласно [1], дисперсионное соотношение имеет вид 

2cos xTrT k d ,    (12) 

где TrT  – след матрицы Т (сумма элементов, стоящих на главной 
диагонали). Дисперсионное соотношение принимает вид: 

   
 

2 2 2 2 2
1 2 1

1 2 1 22 2
1 2

cos 2cos ch sin shy
x I II I II

E q q q q
q q a q a q a q a

E q q

   
 

 
, (13) 
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,x xq k d  y yq k d , 1,2 1,2q k d , /I Ia d d , /II IIa d d , величины E  

и   измеряются в единицах t , 2 2 2
1 / yq E B q  ,  /FB v t d  , 

 2 2 22 2
2

2 2 2

4 1
y

EEq q
B B

    
    при выполнении условия (8) и 

 2 2 22 2
2

2 2 2

4 1
y

EEq q
B B

    
    при выполнении условия (9). 

В случае, противоположном условию (8) 

 2 2 22 2
2

2 2 2 2

4 1
y

EEq d q
B B


    

     , в случае, противопо-

ложном условию (9) 
 2 2 22 2

2
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EEq q
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    , а дис-

персионное соотношение имеет вид 
   
 

2 2 2 2 2
1 2 1

1 2 1 22 2
1 2

cos 2cos cos sin siny
x I II I II

E q q q q
q q a q a q a q a

E q q

   
 

 
. (14) 

Для вычисления явной зависимости энергии от компонент ква-
зиимпульса  ,x yE q q  на основе уравнений (13), (14) используется 
Wolfram Mathematica, в частности, функция FindRoot[] с опцией Me-
thod->”Brent”, которая позволяет находить решение уравнения на 
заданном промежутке 1[ , ]xn xnq q  . На рис. 3 приведен график энер-
гии электрона в двух нижних минизонах. Видно, что зависимость 
энергии от одной из компоненты ( xq ) носит периодический харак-
тер. Графики построены при 6~ 10d см , ~ 0.1t , 1 0.5IIa a  . 
Ширина запрещенных зон составляет порядка 0.1  электрон-вольта, 
что приблизительно совпадает со значениями ширины запрещенных 
зон в других полупроводниковых материалов. 
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Рис. 3. График энергии электрона в первых двух минизонах 
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A superlattice model consisting of alternating strips of single-layer and 
two-layer graphene is proposed. Using the transfer matrix method, a dispersion 
relation is derived. Based on the numerical analysis of the dispersion relation, 
graphs of the dependence of the electron energy on the components of its quasi-
momentum are plotted 

 
Keywords: bias bilayer graphene, Kronig-Penny model, transfer matrix 

method 



123 

УДК 621.8 
 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИХ  
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В статье предложен общий подход расчета плоской высоко-

эластичной муфты при сложном смещении валов в пространстве с 
учетом кинематики, силового воздействия и диссипации энергии с 
использованием основных законов механики и термодинамики. При-
ведены рекомендации по дальнейшему использованию полученных 
результатов 

 
Ключевые слова: эластичная муфта, тензор, главный вектор, 

главный момент, диссипация, термодинамика 
 
Одной из перспективных конструкций высокоэластичных 

муфт является конструкция резинокордной плоской муфты (РКПМ), 
которая разработана в «НПО «Прогресс».  

В классической теории упругости широко применяется метод, 
по которому свободная энергия (упругий потенциал) представляется 
как квадратичная функция компонент тензора напряжений 1. 

 

 
РКПМ с одним упругим элементом: а – отсчётная (начальная, 

недеформированная) конфигурация; б – актуальная (текущая, де-
формированная) конфигурация u – вектор перемещения полюса C, ી 
– вектор поворота малой полумуфты вокруг полюса C 
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Разложим свободную энергию, определенную для упругой 
муфты [3] ܝ)ܨ, ી, ܶ) в ряд Тейлора по векторным аргументам ܝ, и ી 
ограничимся квадратичными слагаемыми: 

,ܝ)ܨ ી, ܶ) ≅ ܨ + ቀడி
డܝ
ቁ

∙ ܝ + ቀడி

డી
ቁ

∙ ી + 


ቂܝ ∙ ቀ డమி

డܝడܝ
ቁ

∙ ܝ + ી ∙

ቀ డమி
డીడી

ቁ

∙ ી + ી ∙ ቀ డమி

డીడܝ
ቁ

∙ ܝ + ܝ ∙ ቀ డమி

డܝడી
ቁ

∙ ીቃ.    (1) 

Здесь нижний индекс «0» указывает на значение соответст-
вующей величины при ܝ = 0, ી = 0 и некоторой температуре ܶ. Ис-
ходя из известных выражений для плоской эластичной муфты [3] 

P = ቀப
ப୳
ቁ
,

, Mେ = ቀப
ப
ቁ
୳,

, ܵ = −ቀப
ப
ቁ
୳,

        (2) 

имеем 

൬
ܨ߲
ܝ߲
൰

≡ �൬

ܨ߲
ܝ߲
൰
ી,்
ቤ
	ୀܝ
ીୀ	

= ܝ)۾ = ,ܝ = , (ࢀ = 0, 

൬
ܨ߲
߲ી
൰

≡ �൬

ܨ߲
߲ી
൰
ી,்
ቤ
	ୀܝ
ીୀ	

= ܝ)۱ۻ = , ܝ = , (ࢀ = 0, 

где ۱ۻ  – приведённый главный момент, P – приведённый главный 
вектор силы [3], ܵ– энтропия. 

Поэтому разложение (1) можно представить в виде 

,ܝ)ܨ ી, ܶ) = ܨ +


ܝ] ∙ ۹ ∙ ܝ + ી ∙ ષ ∙ ી + ܝ2+ ∙ ۱ ∙ ી].        (3) 

Здесь введены обозначения 

۹ = ቆ
߲ଶܨ
ܝ߲ܝ߲

ቇ

,			ષ = ቆ

߲ଶܨ
߲ી߲ી

ቇ

,			۱ = ቆ

߲ଶܨ
ી߲ܝ߲

ቇ

= ቆ

߲ଶܨ
߲ી߲ܝ

ቇ


்

					(4) 

для тензоров второго ранга, которые по примеру будем называть 
трансляционным, ротационным и смешанным тензорами соответ-
ственно. Все три тензора ۹, ષ, ۱  зависят от температуры ܶ, как и 
свободный член ܨ в (3). 

Трансляционный тензор ۹ и ротационный тензор ષ являются 
симметричными, положительно определёнными тензорами (все три 
собственных числа данных тензоров положительны). Положительная 
определённость тензоров ۹, ષ вытекает из условия не отрицательно-
сти изотермического приращения свободной энергии Δ்ܨ =
,ܝ)ܨ ી, ܶ) − (ܶ)ܨ  при любых значениях вектора перемещения ܝ  и 
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вектора поворота ી . Действительно, согласно выражениям [5] 
௫௧ܣ݀ = ۾ ⋅ dܝ ۱ۻ+ ⋅ dી (ܨ)݀ , = ۾ ⋅ dܝ ۱ۻ+ ⋅ dી − ܵ݀ܶ  элементар-
ная свободная энергия будет иметь вид ݀ܨ = ௫௧ܣ݀ − ܵ݀ܶ. 

Для изотермического процесса деформирования упругого эле-
мента муфты, в ходе которого вектор перемещения ܝ и вектор пово-
рота ી  меняются от нуля до некоторого произвольного значения, 
имеет место интегральное соотношение 

Δ்ܨ = ܨ݀∫ = ,ܝ)ܨ ી, ܶ) − (ܶ)ܨ = ௫௧ܣ݀∫ =  .௫௧ܣ
Работа внешних сил ܣ௫௧ , затрачиваемая на деформацию упру-

гого элемента муфты, принимает только положительные значения, 
если только |ܝ| ≠  и (или) |ી| ≠ . Отсюда приходим к искомому 
результату 

Δ்ܨ = ,ܝ)ܨ ી, ܶ) − (ܶ)ܨ ≥ 0   (5) 
Знак равенства в (5) имеет место тогда и только тогда, когда 

ܝ = 0, ી = 0  
Смешанный тензор ۱ в общем случае произволен. В силу (5) 

он должен удовлетворять ряду ограничений. Чтобы найти их, поло-
жим в (3) ܝ = ఈ, ી܍∝ݑ =  ஒ – орты декартовой системы܍	,ఈ܍ ஒ, где܍ఉߠ
координат (ߙ, β = 1, 2, 3). С учётом (5) получаем 

2Δ்ܨ = ଶ(∝ݑ)ఈఈܭ + ఉ൯ߠఉఉ൫ߗ
ଶ
+ ∝ݑఉߠఈఉܥ2 ≥ 0. (6) 

Приняв поочерёдно ݑ∝ ≠ 0 ఉߠ , = 0  и ݑ∝ = 0 ఉߠ , ≠ 0 , прихо-
дим к выводу, что все элементы матриц ൣܭ൧, ൣߗ൧ на главной диа-
гонали положительные 

ఈఈܭ > ఉఉߗ ,0 > 0.   (7) 
Положив после этого в (6) ݑ∝ =

ୡ୭ୱந
ඥഀഀ

∝ߠ		, =
ୱ୧୬ந

ඥఆഁഁ
	,  получим 

1 +
ഀഁ

ඥഀഀඥఆഁഁ
sin2ψ ≥ 0. 

Взяв ψ = −π 4⁄ , если ܥఈఉ > 0 , или ψ = π 4⁄ , если ܥఈఉ < 0 
имеем 

1 −
หഀഁห

ඥഀഀඥఆഁഁ
> 0. 

Следовательно, справедливым является неравенство 
ఉఉߗఈఈܭ >  (8)     .(3 ,2 ,1 = ߚ ,ߙ)     ,ఈఉଶܥ

Обратимся теперь к термодинамическим соотношениям (2). 
Подставив в них (3), получим 
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P = ቀப
ப୳
ቁ
,

= ۹ ∙ ܝ + ۱ ∙ ી,    (9) 

Mେ = ቀப
ப
ቁ
୳,

= ષ ∙ ી + ۱் ∙  (10)    ,ܝ

S = −ቀப
ப
ቁ
୳,

= ܵ +


ܝ] ∙ ۹ᇱ ∙ ܝ + ી ∙ ષᇱ ∙ ી + ܝ ∙ ۱ᇱ ∙ ી].    (11) 

Здесь введены обозначения 
ܵ(ܶ) = − ୢிబ(்)

ୢ்
, ۹ᇱ(ܶ) = − ୢ۹(்)

ୢ்
, 

ષᇱ(ܶ) = − ୢષ(்)
ୢ்

, ۱ᇱ(ܶ) = − ୢ۱(்)
ୢ்

.  (12) 
Выражение для внутренней энергии упругого элемента муфты 

можно найти с помощью определения [3] 
ܨ = ܷ − ܶܵ:    (13) 

ܷ = ܨ + ܶܵ = ܷ +


ܝ] ∙ (۹ − ܶ۹ᇱ) ∙ ܝ + ી ∙ (ષ − ܶષᇱ) ∙ ી + ܝ ∙

(۱ − ܶ۱ᇱ) ∙ ી],      (14) 
где 

ܷ(ܶ) = (ܶ)ܨ + ܶܵ.   (15) 
Чтобы завершить конкретизацию термодинамических соотно-

шений, обратимся к понятию теплоёмкости ܥ  упругого элемента 
муфты при неподвижной малой полумуфте: 

ܥ = ቀୢொ
ೣ

ୢ்
ቁ
ી,ܝ

.    (16) 

На основании [5] 
dܧ = dܣ௫௧ + dܳ௫௧, ݀ܣ௫௧ = ۾ ⋅ dܝ+ ۱ۻ ⋅ dી, ݀ܳ௫௧ = ܶ݀ܵ, 

для теплоёмкости (16) имеем 
ܥ = ቀడ

డ்
ቁ
௨,ఏ

.           (17) 

С достаточной точностью теплоёмкость (16) можно считать 
константой. Тогда, полагая для простоты выкладок ܝ = 0, ી = 0  и 
принимая во внимание (11), (14), (13) получим 

ܷ(ܶ) = ܷథ + ܶ)ܥ − థܶ).   (18) 
ܵ(ܶ) = ܵథ + ܥ ∫ ୢ்

்
்
்ഝ

= ܵథ + lnܥ ୢ்
்

,  (19) 

(ܶ)ܨ = ܷ(ܶ) + ܶܵ(ܶ) = థ−ܵథ൫ܶܨ − థܶ൯ + ൫ܶܥ − థܶ൯ −
lnܥ− ୢ்

்
.      (20) 

Здесь థܶ  – некоторая фиксированная температура (например, 
комнатная), 

ܷథ = ܷ൫ థܶ൯ = ܷ൫ܝ = 0, ી = 0, ܶ = థܶ൯, 
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ܵథ = ܵ൫ థܶ൯ = ܵ൫ܝ = 0, ી = 0, ܶ = థܶ൯, 
థܨ = ܷథ + థܶܵథ = ൫ܨ థܶ൯ = ܝ൫ܨ = 0, ી = 0, ܶ = థܶ൯. 

Калибровка по опытным данным 
Определение численных значений компонент трансляционного 

۹ , ротационного ષ  и смешанного ۱  тензоров при фиксированной 
температуре ܶ  осуществляется на основании соотношений(9) и [3] 
۾ = ᇱᇱ۾ ۱ۻ , = ۱ۻ

ᇱᇱ ⋅ (ી)ି܈ , которые в совместной записи имеют 
следующий вид: 

۹ ∙ ܝ + ۱ ∙ ી = ᇱᇱ, ષ۾ ∙ ી + ۱் ∙ ܝ = ۱ۻ
ᇱᇱ ⋅  (ી), (21)ି܈

где в соответствии с известными выражениями для плоской эластич-
ной муфты [3] 

dφ = ቂI + ଵିୡ୭ୱ||
||మ

θ × I + ||ିୱ୧୬||
||య

(θ × I)ଶቃ ∙ 	dθ, 

dθ = ቂI − ଵ
ଶ
θ × I + ଵି

||మ
(θ × I)ଶቃ dφ, 

Z(θ) = I − ଵ
ଶ
θ × I + ଵି

||మ
(θ × I)ଶ, 

Получим 
(ી)ି܈ = I + ଵିୡ୭ୱ||

||మ
θ × I + ||ିୱ୧୬||

||య
(θ × I)ଶ = I + ଵିୡ୭ୱ||

||మ
I × θ +

+ ||ିୱ୧୬||
||య

(I × θ)ଶ.       (22) 
В имеющихся опытах на чистое кручение [2] 

ܝ = 0, ી = Θ܍, ۾ᇱᇱ = ۱ۻ ,0
ᇱᇱ =  .  (23)܍кр(Θ)ܯ

Подставляя (23) в (21), со ссылкой на (22) получаем 
Θ൫ܥ௫௭܍୶ + ୷܍௬௭ܥ + ൯܍௭௭ܥ = 0, Θ൫ߗ௫௭܍୶ + ୷܍௬௭ߗ ൯܍௭௭ߗ+ =

=  ,          (24)܍кр(Θ)ܯ
так как при Θ ≥ 0  

۱ۻ
ᇱᇱ ⋅ ି܈ = Mкр(Θ) ቂ܍ +

ଵିୡ୭ୱ


܍ × ܍ +
ିୱ୧୬


܍) × (܍ ×

× ቃ܍ =  .       (25)܍кр(Θ)ܯ
Из (24) следует, что 

௫௭ܥ = ௬௭ܥ = ௭௭ܥ = ௫௭ߗ ,0 = ௭௫ߗ = 0, 
௬௭ߗ  = ௭௬ߗ = ௭௭ߗ ,0 =

ெкр()


.   (26) 
В опытах на изгиб [2] 

ܝ = 0, ી = γ܍୶, ۾ᇱᇱ = ۱ۻ ,0
ᇱᇱ =  ୶. (27)܍изг(γ)ܯ

На основании (27), (21), (22) имеем 
γ൫ܥ௫௫܍୶ + ୷܍௬௫ܥ + ൯܍௭௫ܥ = 0,    
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 γ൫ߗ௫௫܍୶ + ୷܍௬௫ߗ ൯܍௭௫ߗ+ =  ୶,     (28)܍изг(γ)ܯ
так как при γ ≥ 0 

۱ۻ
ᇱᇱ ⋅ ି܈ = Mизг(γ) ቂ܍୶ +

ଵିୡ୭ୱஓ
ஓ

୶܍ × ୶܍ +
ஓିୱ୧୬ஓ

ஓ
୶܍) × (୶܍ ×

× ୶ቃ܍ =  ୶.         (29)܍изг(γ)ܯ
Из (28) вытекает, что 
௫௫ܥ = ௬௫ܥ = ௭௫ܥ = ௫௬ߗ ,0 = ௬௫ߗ = ௫௭ߗ ,0 = ௭௫ߗ = 0, 

௫௫ߗ =
ெизг(ஓ)

ஓ
.          (30) 

Благодаря осевой симметрии упругого элемента муфты допус-
тима другая интерпретация условий проведения опытов на изгиб, а 
именно: 

ܝ = 0, ી = γ܍୷, ۾ᇱᇱ = ۱ۻ ,0
ᇱᇱ =  ୷.       (31)܍изг(γ)ܯ

Условия (31) получаются из условий (27) заменой индекса ݔ 
индексом ݕ. Поэтому уравнения (28) аналогичным образом преобра-
зуются в уравнения 

γ൫ܥ௫௬܍୶ + ୷܍௬௬ܥ + ൯܍௭௬ܥ = 0, γ൫ߗ௫௬܍୶ ୷܍௬௬ߗ+ + ൯܍௭௬ߗ =
=  ୷,          (32)܍изг(γ)ܯ
вследствие чего имеем 

௫௬ܥ = ௬௬ܥ = ௭௬ܥ = ௫௬ߗ ,0 = ௬௫ߗ = 0, 
௬௭ߗ  = ௭௬ߗ = ௬௬ߗ ,0 =

ெизг(ஓ)
ஓ

.   (33) 
Полученные результаты (26), (30), (33) полностью определяют 

все компоненты ротационного и смешанного тензоров: 


௫௫ߗ ௫௬ߗ ௫௭ߗ
௫௬ߗ ௬௬ߗ ௬௭ߗ
௫௭ߗ ௬௭ߗ ௭௭ߗ

 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ெизг(ஓ)

ஓ
0 0

0 ெизг(ஓ)
ஓ

0

0 0 ெкр()
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

,  (34) 


௫௫ܥ ௫௬ܥ ௫௭ܥ
௬௫ܥ ௬௬ܥ ௬௭ܥ
௭௫ܥ ௭௬ܥ ௭௭ܥ

 = 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൩.           (35) 

Равенство ߗ௫௫ = ௬௬ߗ  для осесимметричного тела является 
вполне ожидаемым. 

Опыты на радиальное смещение [2] 
В силу осевой симметрии упругого элемента опыты на радиаль-

ное смещение можно интерпретировать двояко, либо в виде условий 
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ܝ = ୶, ી܍∆ = ᇱᇱ۾ ,0 = рܲад(∆)܍୶, ۱ۻ
ᇱᇱ = 0,         (36) 

либо в виде условий 
ܝ = ௬, ી܍∆ = ᇱᇱ۾ ,0 = рܲад(∆)܍୷, ۱ۻ

ᇱᇱ = 0.         (37) 
В случае (36) на основании первого уравнения (21) получаем 

∆൫ܭ௫௬܍୶ + ୷܍௬௬ܭ ൯܍௭௬ܭ+ = рܲад(∆)܍୶. 
Откуда следует, что 

௫௬ܭ = ௬௫ܭ = ௫௭ܭ ,0 = ௭௫ܭ = ௫௫ܭ ,0 =
рад(∆)

∆
.           (38) 

Аналогичным образом на основании (37), (21) находим 
∆൫ܭ௫௬܍୶ + ୷܍௬௬ܭ ൯܍௭௬ܭ+ = рܲад(∆)܍୷. 

Значит, 
௫௬ܭ = ௬௫ܭ = ௬௭ܭ ,0 = ௭௬ܭ = ௬௬ܭ ,0 =

рад(∆)
∆

.           (39) 
Как и ожидалось, формулы (38), (39) приводят к равенству 

௫௫ܭ =  .௬௬ܭ
Опыты на осевое смещение без кручения [2] 
В опытах на осевое смещение без кручения  

ܝ = , ી܍ݏ = ᇱᇱ۾ ,0 = оܲс(ݏ)܍, ۱ۻ
ᇱᇱ = 0.        (40) 

Подставляя (40) в первое уравнение (21), получаем 
୶܍௫௭ܭ൫ݏ + ୷܍௬௭ܭ ൯܍௭௬ܭ+ = оܲс(ݏ)(∆)܍.        (41) 

Отсюда находим 
௫௭ܭ = ௭௫ܭ = ௬௭ܭ ,0 = ௭௬ܭ = ௭௭ܭ ,0 =

ос(௦)
௦

.          (42) 
 Таким образом, по данным (38), (39), (42) компоненты транс-

ляционного тензора определяются полностью: 


௫௫ܭ ௫௬ܭ ௫௭ܭ
௫௬ܭ ௬௬ܭ ௬௭ܭ
௫௭ܭ ௬௭ܭ ௭௭ܭ

 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
рад(∆)

∆
0 0

0 рад(∆)
∆

0

0 0 ос(௦)
௦ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

.          (43) 

Опыты на осевое смещение при постоянном крутящем мо-
менте [2] 

Поскольку компоненты тензоров ۹, ષ, ۱, определены, опыты 
на осевое смещение при постоянном крутящем моменте служат для 
проверки адекватности построенной математической модели. В дан-
ных опытах 

ܝ = , ી܍ݏ = Θ෩(ݏ)܍, ۾ᇱᇱ = ෨ܲос(ݏ)܍, ۱ۻ
ᇱᇱ =  .    (44)܍෩крܯ

Подставляя (44) в (21) и учитывая (22), (35), (43) получаем 
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(ݏ)௭௭ܭ = ෨ܲос(ݏ), ߗ௭௭Θ෩(ݏ)=	ܯ෩кр.   (45) 
Оба уравнения (45) противоречат имеющимся опытным дан-

ным [2]. По первому уравнению (45) с учетом (43) силовая характе-
ристика при осевом смещении полумуфты не должна зависеть от 
величины приложенного крутящего момента, в частности, должно 
быть оܲс(ݏ) = ෨ܲос(ݏ). По второму уравнению (45) под действием по-
стоянного крутящего момента ܯ෩кр угол закрутки Θ෩(ݏ) должен оста-
ваться постоянным, несмотря на действие осевой силы. Причиной 
такого несоответствия данных опыта и предсказаний математиче-
ской модели, построенной на основе квадратичного приближения по 
свободной энергии, является равенство нулю сопряжённого тензора 
(35). Для устранения отмеченных несоответствий требуется прибли-
жение более высокого порядка. 
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THERMODYNAMIC DESCRIPTION OF THERMOMECHANICAL  

PROPERTIES OF THE ELASTIC ELEMENT IN QUADRATIC-
DIMENSIONAL APPROXIMATION FOR THE FREE ENERGY 
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Omsk State Technical University 

The paper proposed a General approach calculation of the flat, viscoelas-
tic-Noah clutch for complex shaft displacement in space with respect to the ki-
nematics, the power of influence and energy dissipation using the basic laws of 
mechanics and thermodynamics. Recommendations for further use of the results 
are given 
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Особенностями реальных геолого-геофизических данных, яв-
ляющихся основой для формирования математических моделей гео-
логических объектов, являются фрагментарность, неоднородность и 
неопределенность. Данная неопределенность наследуется в конеч-
ных построениях. Традиционно для построения петрофизических 
моделей применяются методы статистической обработки информа-
ции, не учитывающие неопределенности в данных 

 
Ключевые слова: физико-геологические параметры, свойства 

коллекторов, петрофизическое моделирование 
 
Под петрофизическим моделированием подразумевается мо-

делирование связей между физико-геологическими параметрами 
нефтегазоностных коллекторов. 

Коллектор – пласт, имеющий пустоты, который может содер-
жать флюиды (газ, нефть, воду). Коллектора нефти и газа подразде-
ляются в основном на три типа: терригенные, карбонатные и сме-
шанные. К терригенным коллекторам относятся породы, состоящие 
из зерен минералов. Литологически, данный тип коллектора харак-
теризуется размером зерен. Размер алевролитов составляет от 0,05 до 
0,1 мм, мелкозернистых песков – от 0,1 до 0,25 мм, крупнозернистых 
песков – от 0,25 до 1 мм. Примерами терригенных коллекторов яв-
ляются осадочные породы: пески, песчаники, глины. Около 60% ме-
сторождений нефти в мире, и 80% всех месторождений углеводоро-
дов России, относятся к терригенному типу (практически все кол-
лектора нефти и газа Западно-Сибирского бассейна). 

В коллекторах карбонатного типа породы образуются за счет 
двух основных минерала – кальцита и доломита. Поровое простран-
ство образуется за счет трещин, каверн. Основными процессами, 
формирующими пустотное пространство в карбонатах, являются 
биогенные накопления с выщелачиванием и карстообразованием или 
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с тектоническими напряжениями, которые привели к образованию 
сети каверн, трещин, микротрещин и т.д. К коллекторам карбонатно-
го типа относится около 69% месторождений нефти в мире (Волго-
Уральская область и Тимано-Печорская провинция, Прикаспийская 
впадина). 

На практике достаточно часто встречаются смешанные кол-
лектора – трещиноватые породы, поровое пространство которых 
включает как систему трещин, так и поровое пространство блоков, а 
также каверны и карст. 

На рис. 1 представлены примеры пород терригенного типа: 
пески, песчаники, глины (а, б, в); и карбонатного типа: трещинные 
(в, г) и трещинно-кавернозные (д) [1]. 

 

 
Рис. 1. Примеры пористости в обломочных и глинистых поро-

дах: а – хорошо отсортированный высокопористый песчаник, б – 
плохо отсортированный песчаник с пониженной пористостью, в – 
глины, г – трещиноватая порода (k_т ≈ 0.15%), д – трещиноватая по-
рода (k_т ≈ 0.3%), е – трещинно-кавернозная порода (k_т+k_кав≈5%) 

 
Свойствами коллектора вмещать (пористость) и пропускать 

(проницаемость) жидкость и газ являются фильтрационно-емкост-
ные. К фильтрационно-емкостным свойствам коллектора относятся: 

 пористость; 
 проницаемость; 
 насыщенность породы водой. 
Пористость – свойство горных пород, отображающее объем 

пустот, способных вмещать в себя газ и жидкости. 
Рассмотрим изменение значения пористости с глубиной для 

разных типов коллектора. На рис. 2 и 3 представлены отношения 
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«коэффициент открытой пористости – глубина» для терригенных и 
карбонатных типов коллекторов соответственно. 

 

 
Рис. 2. Изменение открытой пористости песчано-глинистых 

пород с глубиной (скв СГ-1 Аралсорская): а – песчаники, б – алевро-
литы, в – аргиллиты и глинисто-алевритовые породы, г – сводная 
зависимость 

 
На рис. 2 отображена динамика изменения коэффициента от-

крытой пористости с глубиной песчано-глинистых пород по данным 
кернового материала Аларсоркой скважины, расположенной в При-
каспийской низменности. Значение открытой пористости с глубиной 
уменьшается, что можно объяснить возрастающим давлением при 
погружении осадочных пород [1]. 
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Рис. 3. Изменение открытой пористости известняков с глуби-

ной залегания: а – для «скелетных», б – для «бесскелетных» извест-
няков 

 
На рис. 3 изображено изменение значения коэффициента от-

крытой пористости известняков с увеличением глубины Оренбург-
ского свода на примере «скелетных» и «бесскелетных» известняков. 
«Скелетные» известняки отличаются преобладанием форменных 
компонентов над цементирующим материалом, а «бесскелетные» – 
базальной перекристаллизованной карбонатной массой. В первом 
случае изменение пористости с глубиной не существенно, так как 
твердые частицы, соприкасаясь, создают устойчивый каркас, непод-
дающийся уплотнению. В осадках второй группы жесткий скелет 
отсутствует, из-за чего происходит уплотнение, поэтому значение 
пористости с глубиной уменьшается. На глубине 4,5 км в данных 
видах известняка отмечаются лишь единичные поры [2, 3].  

Как мы видим, зависимость пористости от глубины, вне зави-
симости от типа коллектора, имеет размытый, неоднородный харак-
тер, чаще всего связанный с внутренней неоднородностью среды, 
что ведет к ряду существенных проблем. 

Традиционно, для построения петрофизических моделей, при-
меняются методы статистической обработки информации, и выпол-
няется замена экспериментального материала рассчитанными зако-
нами и определенной интегральной оценкой меры тесноты зависи-
мости. Далее, полученный закон в форме уравнений зависимости 
между параметрами переносится на исследуемый объект. При этом 
важно знать: какова неопределенность конечного прогноза, вклю-
чающая всю цепочку участвующих в прогнозе преобразований. Дан-
ная информация является необходимой для снижения технико-
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экономических рисков, связанных с формированием проекта разра-
ботки месторождения. Необходимо пересчитывать неопределенно-
сти в данных и зависимостях в итоговую неопределенность прогноз-
ных параметров. Статистические методы построения петрофизиче-
ских моделей не дают такой возможности, поэтому данный путь не-
редко считается основой ошибочных геологических заключений о 
ресурсах и запасах углеводородного сырья регионов [4]. 

В связи с этим, выявляется направление, связанное с использо-
ванием принципов нечеткого моделирования, которые основаны на 
представлении данных и зависимостей в форме нечетких величин и 
нечетких отношений. 
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Features of real geological and geophysical data, which form the basis for 
the formation of mathematical models of geological objects, are fragmentarity, 
heterogeneity and uncertainty. This uncertainty is inherited in finite construc-
tions. Traditionally, for the construction of petrophysical models, the methods of 
statistical processing of information are applied, not taking into account the un-
certainties in the data 
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КВАНТОВОХИМИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
СТРУКТУРНЫХ ИЗОМЕРОВ k,k-ДИФТОРОКТАНОВ  
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В рамках «квантовой теории атомов в молекулах» (QTAIM) 
изучено электронное строение структурных изомеров k,k-дифтор-
октана (k,k-F2C8H16, где 1 ≤ k ≤ 8, k – положение фторов в углеводо-
родной цепи), составлен ряд электроотрицательностей функциональ-
ных групп 

Ключевые слова: индуктивный эффект, квантовая теория ато-
мов в молекуле, электроотрицательность, электронная плотность, 
дифторалканы 

Эффективность моделей прогнозирования свойств индивиду-
альных соединений зависит от степени учета в них специфических 
внутримолекулярных взаимодействий. Одним из таких взаимодейст-
вий является индуктивный эффект, который подразумевает способ-
ность атома (группы атомов) влиять на распределение электронной 
плотности (ρ(r)) внутри молекулы. 

Ранее нами [1] были исследованы электронные параметры мо-
лекул 1,1-дифторалканов 1,1-FCnH2n где 1 ≤ n ≤ 8, и установлено ин-
дуктивное влияние атома фтор на четыре идущих подряд CH2 груп-
пы. Целью данной работы является исследование индуктивного 
влияния фторов в соединениях k,k-дифтороктана (k,k-F2C8H16), где k - 
это положение атомов фтора на углеводородной цепи, 1 ≤ k ≤ 8.  

Равновесная геометрия и ρ(r) исследованных молекул были 
получены с помощью программы GAUSSIAN 03 методом B3LYP/6-
311++G(3df,3pd) [2]. Заряды q, энергии E и объемы V «топологиче-
ских» атомов были вычислены в рамках «квантовой теории атомов в 
молекулах» QTАIМ [3] с использованием программы AIMALL [4] и 
суммированы в параметры функциональных групп q(R), E(R) и V(R). 
Погрешность расчёта парциальных зарядов составила не более 0,001 
а.е. (1 а.е. заряда = 1,6 10 -19 Кл), энергий – не более 10 кДж/моль, 
объемов – до 0,1 Å3. 
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Молекула 4,4-дифтороктана 4,4-F2C8H16 

 
Сравнение q(R), E(R) и V(R) для всех изученных соединений 

показало, что дальность индуктивного влияния атомов F внутри уг-
леводородного скелета составляет две группы CH2 в каждую сторону 
от фторсодержащего фрагмента (-CF2-). Сравнения q(R) позволило 
получить шкалу электроотрицательностей в виде: 

χ(CH2) < χ(CH3) < χ(CHF2) < χ(CF2).  

В результате сопоставления q(R), E(R) и V(R) в рассмотренных 
гомологах выделены электронные параметры переносимых или 
«стандартных» групп. 

Параметры переносимых или «стандартных» групп 

Параметры CH3 CH2 CF2 

q, а.е. -0,013 0,001 -0,259 

- E, кДж/моль 104730 103150 625440 

V, Å 3 33,1 23,5 35,7 
 
Статья выполнена в рамках выполнения научно исследовательской 

работы «Разработка программного комплекса для расчета термодинамиче-
ских свойств органических соединений» по договору с Фондом содействия 
развитию малых форм предприятий в научно-технической сфере 
№9498ГУ/2015 от 28.12.2015. 

Работа выполнена в рамках проекта № 4.6469.2017/Б4 гос. задания 
Минобрнауки РФ 
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Within the «quantum theory of atoms in molecules» (QTAIM) the elec-
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В статье представлен метод пассивной гидродинамической то-

мографии для реконструкции пространственного распределения 
фильтрационного сопротивления проницаемого пласта нефтяного ме-
сторождения. С помощью математической модели оценки связности 
скважин по истории эксплуатации месторождения синтезируются ис-
ходные томографические данные в виде временных интервалов, кото-
рые в дальнейшем используются в гидродинамической томографии 
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Введение 

Гидродинамическая томография позволяет проводить прогноз 
пространственного распределения фильтрационного сопротивления 
проницаемого пласта нефтяного месторождения на основании прин-
ципов томографических измерений, используя данные гидродинами-
ческого прослушивания и анализ динамики движения реперной точ-
ки кривой восстановления давления. Задача поиска пространствен-
ного распределения фильтрационного сопротивления движению 
флюида в проницаемом пласте как томографическая задача обработ-
ки измерений наступления реакции в рассматриваемых скважинах 
при изменении режима работы в возмущающих скважинах была 
сформулирована в работах [1], [2]. 

Использование метода гидродинамической томографии позво-
ляет получать детальную пространственную информацию о распре-
делении фильтрационного сопротивления в межскважинном про-
странстве проницаемого пласта. Однако проведение полного экспе-
римента на месторождении, обеспечивающего необходимые томо-
графические данные в виде интервальных времен движения репер-
ной точки между парой скважин технологически сложный и долго-
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временных процесс. Предлагается воссоздать эти данные по резуль-
татам анализа динамики разработки месторождения на интервалах 
времен, после которых стало проявляться понижение фильтрацион-
ного сопротивления. Для этого необходимо разработать модель ди-
намики месторождения, отражающей изменение фильтрационного 
сопротивления, с помощью которой планируется синтезировать дан-
ные для метода гидродинамической томографии. 

 

Математическая модель 
Главным принципом гидродинамической томографии служит 

изучение пространственного распределения фильтрационного со-
противления, которое может быть выражено через коэффициент пье-
зопроводности ݇(ߦ) в области ܵ проницаемого пласта нефтяного 
месторождения. Основным уравнением для расчета коэффициента 
пьезопроводности служит уравнение поля времен для движения 
вдоль траекторий ܮ между парой скважин точки перегиба («сигна-
ла») кривой восстановления давления: 

߬ = න
(ߦ)݈
(ߦ)3݇

.ߦ݀
ೕ

																																							(1) 

В уравнении (1) ߬, - интервальное время распространения 
«сигнала» между парой скважин с номерами {݅, ݆}, ݅ ≠ ,ܮ .݆  про-
странственная траектория движения «сигнала» депрессии. Итераци-
онное обращение уравнения, исходя из заданного нулевого прибли-
жения ݇(ߦ), сопровождающееся уточнением траекторий ܮ, , и по-
строение сходящейся последовательности ݇(ߦ), ݊ → ∞ пространст-
венного распределения коэффициента пьезопроводности составляет 
вычислительную схему алгоритма алгебраической томографии для 
решения задачи реконструкции коэффициента пьезопроводности. 

Построение математической модели эксплуатации нефтегазо-
вого месторождения реализуется с применением технологии емкост-
ного моделирования [3]. Емкостная модель (CM – Capacitance Model) 
характеризует свойства проницаемого пласта на основании данных 
из истории нормальной эксплуатации скважин нефтяного месторож-
дения: скорости добычи и закачки жидкости. Далее описывается 
один из способов построения математической модели гидродинами-
ческой связи эксплуатируемого месторождения для получения необ-
ходимых первоначальных данных для метода гидродинамической 
томографии. 
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Реализованные построения позволяют моделировать закачку 
жидкости по нагнетательным скважинам и синтезировать интер-
вальные времена распространения «сигнала» депрессии до соседних 
скважин. Для моделирования используется многоскважинная систе-
ма, в которой дебит i-й скважины на рассматриваемом временном 
интервале рассчитывается на основе принципа суперпозиции не-
скольких отдельных физических факторов [4], [5]: 

ܳ(ݐ) = ܳ,ଵ(ݐ) + ܳ,ଶ(ݐ) + ܳ,ଷ(ݐ).    (2) 
Первый фактор ܳ,ଵ(ݐ) описывает динамику первичного дебита 

i-й добывающей скважины, не подверженной влиянию других сква-
жин, и аппроксимируется с помощью линейного эволюционного 
уравнения:  

ܳ,ଵ(ݐ) = ݁ି௧ఒܳ,ଵ(ݐ),        (3) 
где ݐ – исходное время работы скважины, ߣ – коэффициент затуха-
ния, который определяет скорость экспоненциального падения деби-
та на i-й скважине. 

Следующий компонент ܳ,ଶ(ݐ) определяет влияние соседних 
нагнетательных скважин на i-ю добывающую скважину и является 
линейной комбинацией влияний всех нагнетательных скважин: 

ܳ,ଶ(ݐ) = ∑ Ψ൫ݐ − ൯ߪ
ே
ୀଵ .          (4) 

Влияние нагнетательных скважин имеет своей причиной изме-
нение распределения внутрипластового давления, под воздействием 
проводимого заводнения месторождения, из-за чего изменяется сама 
динамика движения флюидов в системе. Влияние отдельно взятой j-й 
нагнетательной скважины определяется по формуле: 

Ψ൫ݐ, ൯ߪ = ݐΙ൫ߚ − ൯Ε௧ߪ ,																														(5) 

ߪ =
ܴ
ܸ
.																																																	(6) 

Коэффициент задержки сигнала ߪ (6) зависит от расстояния 
между рассматриваемой парой скважин – ܴ  и скорости движения 
флюида от j-й скважины к скважине i. Коэффициент ߚ есть доля 
интерференции воздействия j-й скважины на i-ю. 

Третий фактор ܳ,ଷ(ݐ) отвечает за воздействие отбора флюида 
в соседних добывающих скважинах и тоже является линейной ком-
бинацией по скважинам-соседям:  

ܳ,ଷ(ݐ) = ∑ Φ൫ݐ − ൯ߪ
ேೠ
ୀଵ(ஷ) ,   (7) 
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величина Φ  представляет влияние j-й добывающей скважины на 
дебит скважины i, которое определяется с помощью выражения: 

Φ൫ݐ, ൯ߪ = ݐ൫ܩΔߛ − ൯Ε௨௧ߪ ,  (8) 
Δܩ = ݐ൫ܩ − ൯ߪ − ݐ൫ܩ −  ൯.  (9)ߪ

Здесь Δܩ – разница между скоростями добычи флюида в 
скважинах i и j (9), ߛ  – имеет смысл коэффициента влияния работы 
j-й скважины на дебит скважины i. Затухание движения флюида. 

Представим уравнение (2) в символьной форме: 
ܳ(ݐ) = ,ܹ)ܺ]ܣ ,(ܩ ௧ߙ , ௨௧ߙ , ,ߣ ,ߚ ,ߛ ܸ].      (10) 

Формирование математической модели работы месторождения 
основано на реконструкции по истории эксплуатации с помощью 
параметров: ߙ௧ , ௨௧ߙ	 , ߣ = ߛ ,{ߣ} = ൛ߛൟ, ߚ = ൛ߚൟ и ܸ = ൛ ܸൟ.  

Модельные параметры подбираются для каждой многосква-
жинной системы таким образом, чтобы известная история динамики 
закачки, отбора жидкости при подстановке в итоговую формулу да-
вала такую же историю добычи, какая наблюдалась в реальности на 
требуемом интервале времен. Следовательно, для поиска оптималь-
ных модельных параметров должна быть решена задача: 

ቊ
ൣܣ തܺ(ݐ , ݇), ൧̅ߦ = തܳ(ݐ , ݇),

ห|ܳ(ݐ) − തܳ(ݐ, ݇)|หோಿ → ݉݅݊.
�   (11) 

Оптимизация модели состоит в подборе вектора параметров 
среды ̅ߦ при построении оператора A по выборкам k из всех либо 
части элементов из временного ряда данных истории эксплуатации. 
Здесь ܳపഥ  – дебит скважины ݅ из истории, ܳ – модельный дебит сква-
жины. 

Оптимизация модели (11) проводится на основе итерационно-
го процесса линеаризации [6], который заключается в получении на 
каждой итерации нового вектора параметров с помощью расчета 
производной Фреше и сопряженного к нему оператора ܣᇱ∗ и пара-
метра релаксации 	ߙ	. 

ାଵߦ = ߦ + ,ܺ]∗ᇱܣߙ ]߮ߦ .          (12) 

ߙ =
,ܺ]∗ᇱܣ‖ ]߮‖ଶߦ

,ܺ]ᇱܣ‖ ,ܺ]∗ᇱܣ[ߦ ]߮‖ଶߦ
.																												(13) 

Параметр релаксации (13) обеспечивает максимальную ско-
рость сходимости при оптимизации модели (10) с учетом (11). 
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Оператор (17) представляет собой матрицу частных производ-

ных модели по параметрам, где количество столбцов определяется 
количеством элементов в потоке входных данных X, а количество 
строк равно количеству параметров в векторе ߦ. Процесс заканчи-
вается, когда разница между реальным и модельным дебитами ߮  
принимает удовлетворительно малое значение, либо не удалось по-
лучить новый вектор ߦ. 

 

Результаты 
В качестве тестового примера для проверки адекватности по-

ведения построенной модели были сгенерированы данные по экс-
плуатации тестового месторождения (рис. 1), состоящего из 9 сква-
жин: 4 добывающие скважины (№ 1, 2, 3, 4) и 5 нагнетательных 
скважин (№ 5, 6, 7, 8, 9). 

По результатам решения оптимизационной задачи (11) для ме-
сторождения модельные дебиты приблизились к дебитам из истории 
 

 
Рис. 1. Сетка скважин тестового месторождения 
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разработки с относительной погрешностью 9,45%. Временной ряд 
истории разработки тестового месторождения составил 50 месяцев, 
из которых 40 было выделено на настройку модели, следовательно, 
период прогноза дебитов составил 10 оставшихся месяцев. На осно-
ве найденных параметров был сделан прогноз динамики добычи по 
скважинам на выбранный временной интервал. На графиках пред-
ставлены результаты прогноза по двум добывающим скважинам 
(рис. 2). 

 
а)  

 
б)  

Рис. 2. Сравнение модельного (пунктирная линия) дебита и де-
бита из истории разработки тестового месторождения: а) скважи-
на № 1; б) скважина № 2 
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Полученные результаты прогноза показывают, что построен-
ная модель ведет себя адекватно относительно заданной истории 
эксплуатации и ее можно в дальнейшем использовать для томогра-
фических экспериментов путем моделирования депрессии в нагнета-
тельных скважинах и регистрации времени отклика на это изменение 
режима работы в добывающих скважинах. На представленном гра-
фике (Рисунок 3) показаны результаты измерения временных интер-
валов движения сигнала между одной из нагнетательных сква-
жин (№5) и добывающими скважинами. 

 

 
Рис. 3. Время прохождения сигнала между нагнетательной 

скважиной и добывающими скважинами 

 
Заключение 

Предложенный алгоритм расчета синтетических временных 
интервалов движения экстремальной точки между всеми парами 
скважин адекватен модели динамики эксплуатации залежи и обеспе-
чивает получение входных данных для технологии гидродинамиче-
ской томографии [1], [2]. Эти данные могут быть использованы для 
прогнозирования пространственного распределения в пределах гид-
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родинамически связанных компонент залежи усредненного по вре-
мени моделирования эффективного фильтрационного сопротивления 
для продуктивного пласта нефтяного месторождения. 
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При проектировании наукоемкого программного обеспечения, 
предназначенного для моделирования какого-либо физического про-
цесса возникает вопрос хранения данных математических моделей, в 
частности – уравнений математической физики. Рассматривая урав-
нения математической физики как структуру данных, а именно: как 
набор численных данных и операций между ними, можно прийти к 
выводу о том, что не всякое представление данной структуры являет-
ся оптимальным в плане скорости работы и занимаемой памяти. 

Наиболее эффективным способом является сериализация мо-
делей в JSON-подобный формат, который по сути представляет стро-
ку определенной структуры. Эта структура может быть представлена 
либо как набор пар “ключ: значение”, либо как упорядоченный набор 
значений. Характерными преимуществами использования данной 
структуры является: произвольная расширяемость, персистеность, 
неизбыточность. Значениями могут выступать объекты, массивы, 
литералы, числа или строки.  Такой подход является удобным из-за 
его простоты и поддержки практически любым современным языком 
программирования. 

Для большей наглядности реализуем уравнение теплопровод-

ности 
2

246U U=t t
 
 

, с граничными условиями первого рода: 

(0, 0) ( , 0) 1000, ( , ) 600,U =U L = U x T =  где 1L=  м – длина стержня. 



148 

Модель этого уравнения в JSON-представлении будет выглядеть сле-
дующим образом: 

{ 
“equation” : “heat”, 
“dimension” : “1”, 
“condition” : ”1”, 

 
“formula” : { 

“lambda” : “46”, 
“c” : “500”, 

“time” : “600”, 
“length” : “1” 

“Tleft” : “1000”, 
“Tright” : “1000”, 

} 
}. 

Данное представление является гибким, легко расширяемым и 
интуитивно понятным. Подобным образом можно сериализовать все 
уравнения математической физики, что может существенно сказаться 
на скорости работы, читаемости и длине кода в наукоемких 
программах.  
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Выполнено исследование метода геопространственных правил 

связывания, позволяющее выделить шаблоны в данных медико-
экологического мониторинга, при анализе рисков здоровью населе-
ния от химического загрязнения в целях обеспечения устойчивого 
экологического развития территорий 
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Введение 

 

Использование геоонтологий в качестве априорных сведений 
интенсифицирует процесс обнаружение новых знаний в географиче-
ских базах данных. К числу современных перспективных подходов, 
позволяющих извлекать оригинальные и представляющие практиче-
ский интерес закономерности (паттерны) относят пространственные 
ассоциативные правила [1]. При помощи геопространственных пра-
вил связывания можно выявить полезные и скрытые шаблоны в дан-
ных на основе непространственных атрибутов событий и геопро-
странственных данных. Географические координаты выступают 
пространственным предикатом событий [2]. 

К перечню социально значимых заболеваний, возникновение и 
(или) распространение которых в определяющей степени зависит от 
социально-экономических условий, относят злокачественные ново-
образования (ЗНО). Отличительной особенностью и основной про-
блемой социально значимых болезней является демонстрируемая 
ими способность к широкому распространению. Массовость ЗНО в 
значительной мере обусловлена постоянно действующими экологи-
ческими факторами риска для здоровья человека. Практическая зна-
чимость работы определяется высоким социально–экономическим 
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ущербом от смертности населения РФ, обусловленной ЗНО. В связи 
с этим актуальной является задача исследования геопространствен-
ного моделирования при проведении вторичной профилактики для 
снижения риска развития ЗНО и уровня смертности за счет улучше-
ния их выявления на ранних стадиях [3]. 

 
Цель исследования 

 

Геопространственное моделирование смертности от злокаче-
ственных новообразований на основе данных медико-экологиче-
ского мониторинга при помощи метода пространственных ассоциа-
тивных правил обеспечивает поддержку управленческих решений в 
ходе исполнения Государственной программы «Развитие здраво-
охранения Вологодской области» на 2014-2020 годы, что обуславли-
вает новизну работы. 

 
Материалы и методы 

 

Геопространственные правила позволяют эффективно выпол-
нять обнаружение представляющих интерес структур в больших 
пространственных базах данных. Алгоритм пространственных ассо-
циативных правил рассмотрен в работах [1, 2, 4]. Для решения задач 
пространственного моделирования используются источники данных 
карты в виде данных контекста и события. При извлечении инфор-
мации на основе правил связывания, данные события рассматрива-
ются как объект исследования. Данных контекста используются, 
чтобы описать пространственные особенности данных события. Об-
наруженные правила описывают пространственные структуры для 
данных события, представленные пространственными отношениями, 
которые определены для каждой пары данных контекста и события. 
Таким образом, пространственное ассоциативное правило описывает 
импликацию одного или ряда пространственных объектов другим на-
бором пространственных объектов в пространственных базах данных. 

Пространственные (топологические) соотношения могут быть 
символически представлены пространственными предикатами дан-
ных события. Пространственный предикат рассматривается как про-
странственный атрибут данных события и определяется кортежем 

 or, , где r  — пространственное расположение, o  — данные кон-
текста. Используя пространственный предикат, типовое правило свя-
зывания можно записать в виде соответствия, например: 
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objectcontextgeoiprelationshspatial




 

где  1#,1# objectcontextgeoiprelationshspatial  — условие пра-
вила, а  2#,2# objectcontextgeoiprelationshspatial выступает 
как его прогноз; оба являются пространственными предикатами. Че-
рез %a  обозначена поддержка условия — процент случаев, удовле-
творяющих условиям правила. В виде %l  представлен рост прави-
ла — отношение поддержки правила (вероятность, того что прогноз 
является истинным, учитывая, что условие также истинно) к априор-
ной вероятности наличия прогноза правила. Рост позволяет измерить 
усиление точности прогноза при использовании правила. Правила не 
обладающие достаточно большими %%,la  не могут расцениваться 
как значительные [2]. 

Для обнаружения большинства интересных правил предлага-
ется следующий подход. Обозначим через )(m

ix  значение правила 
),...,1( Iii   вдоль измерения правила ),...,1( Mmm  . Правило i  

рассматривается, как представляющее интерес для измерения m , 

если )()()( mmm
i SDTXx   где T  является константой (значение 

по умолчанию равно 3). 
)(m

X  и )(mSD  являются средним и средне-
квадратичным отклонением для измерения m . Они вычисляются, 
используя указанные шаги. Полагают, что 0)(

0
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0  mm WX . Для 
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В случае если )(m
ix  отсутствует, выполняется переход к после-

дующей записи. После того как было обработано последнее правило 
Ii   возвращается результат: 
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Величина эффекта интересности )(m
iQ  оценивается как 
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Правило с большим )(m
iQ  представляет больший интерес [4]. 

При формировании модели связывания в качестве прогноза 
назначается поле «исход лечения» из данных события. Прогноз 
(предсказание) выступает как результат (ожидаемое следствие) пра-
вила. Условия определяют входные данные для правила. В качестве 
условий выбираются поля показателей результатов анализа объеди-
ненных проб из данных контекста. Правила связывания предсказы-
вают исход лечения с учетом результатов анализа объединенных 
проб. 

При построении модели учитываются параметры генерирова-
ния вывода, построения новых правил, агрегации и разбиения на ин-
тервалы. К параметрам вывода относятся показатель доверия, под-
держка правила, рост, поддержка условия и внедрение. Показатель 
доверия — это процент верных предсказаний правила. Поддержка 
правила — это фактически процент наблюдений, для которых значе-
ния прогноза и условий правила связывания истинны. Рост опреде-
ляет, как сильно правило улучшает предсказание относительно слу-
чайного выбора. Поддержка условия — это доля наблюдений, для 
которых значения условий правила связывания истинны. Процент 
неправильных предсказаний в этом случае определяется как внедре-
ние. 

Сбор данных для анализа выполнен в ходе проведения медико-
экологического мониторинга. Объем выборки обеспечивает необхо-
димую точность оценки не ниже 5% с доверительной вероятностью 
α = 0,95, что удовлетворяет требованиям пилотного исследования. 
Для оценки уровня химического загрязнения в период с устойчивым 
снежным покровом был произведен сбор точечных проб в различ-
ных районах г. Вологды с известными географическими координа-
тами. Выполнен расширенный анализ по 20 показателям для 6 объе-
диненных проб талого снега в аккредитованной лаборатории МУП 
ЖКХ «Вологдагорводоканал». В ходе медико-социологического оп-
роса были получены результаты об исходах лечения больных ЗНО 
(рис. 1). 
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Рис. 1 

 
Результаты исследования и обсуждение 

 

Ознакомление и анализ источников позволил выполнить со-
поставление целей и методов работы с аналогичными задачами. В 
публикации [5] обсуждаются перспективные подходы к развитию 
системы аэрокосмического мониторинга на основе интеллектуально-
го анализа данных. Среди примеров направлений мониторинга при-
веден экологический контроль. Читатель знакомится с поиском по-
следовательных ассоциаций (сиквенциальный анализом). Среди 
примеров методов для экологического контроля ассоциации не ука-
зываются. Пространственные ассоциативные правила, в том числе 
для транзакционных данных не рассматриваются. 

Автор статьи [6], используя методы ассоциативных правил и 
нечеткой логики, исследует вопросы эпидемиологии рака. Извлека-
ются ассоциации между режимом питания (5 типов) и онкозаболе-
ваемостью (3000 случаев, 16 параметров, 160 диагнозов). Нечеткая 
логика дополнительно используется для минимизации неопределен-
ности, возникающей в этом случае. Ее применение позволяет найти 
пространственно-обусловленные поведенческие стереотипы. Про-
странственные структуры распространения заболевания визуализи-
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рованы с использованием карт. Демонстрация эффективности со-
вмещенных методов выполняется при помощи инструментария гео-
информационной системы. 

Опыт проведения анализа данных при помощи метода ассо-
циативных правил авторским коллективом настоящего исследования 
представлен в работе [7]. Исследование метода пространственных 
ассоциативных правил позволяет выполнить прогнозирование исхо-
дах лечения больных ЗНО в зависимости от результатов анализа 
объединенных проб на основе модели связывания. Сбор данных для 
анализа выполнен в ходе проведения медико-экологического мони-
торинга. Объединенные пробы были взяты в различных районах 
г. Вологды: №1–Центр, №2–Бывалово, №3–ПЗ, №4–Конева, №5–
Заречье. В ходе исследования метода пространственных ассоциатив-
ных правил контекстные объекты, соответствующие условиям пра-
вила, были выделены для района №3–ПЗ (Окружное шоссе, ул. Гага-
рина, ул. Ленинградская) (рис. 2). 

 

 
Рис. 2 

 
Для предсказания Исход лечения=Умер отобрано 5 правил со 

средними значениями: показатель доверия — 19,64%; поддержка 
правила — 2,67%; рост — 1,3; поддержка условия — 13,59%; вне-
дрение — 10,92% (см. таблицу). 
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№ Правило 
1. Медь > 0,008 мг/дм3  

2. Свинец > 0,003 мг/дм3 

3. Водородный показатель (pH) > 8,950 ед.PH, 
Взвешенные вещества > 28220 мг/дм3 

4. Водородный показатель (pH) > 8,950 ед.PH, 
АПАВ (анионные поверхностно-активные вещ-ва)≤0,063 мг/дм3 

5. Водородный показатель (pH) > 8,950 ед.PH, 
Медь > 0,008 мг/дм3 

Дальнейшие перспективы исследования связаны с уточнением 
обнаружения шаблонов в данных медико-экологического монито-
ринга за счет выполнения расширенного анализа для большего ко-
личества проб. 

 
Заключение 

 

Методы геопространственного моделирования используются 
для эффективного выявления полезных ассоциативных правил в 
данных, содержащих геопространственный компонент. Результаты 
исследования позволили выделить 5 правил для данных медико-
экологического мониторинга со средними значениями: показатель 
доверия — 19,64%; поддержка правила —2,67%; рост — 1,3; под-
держка условия — 13,59%; внедрение — 10,92% для предсказа-
ния — исход лечения=умер. Контекстные объекты, соответствую-
щие условиям правил, были выделены для района №3–ПЗ и визуали-
зированы с использованием карты. Пространственное моделирова-
ние смертности от ЗНО на основе метода пространственных ассо-
циативных правил способствует росту качества управленческих ре-
шений в ходе исполнения Государственной программы «Развитие 
здравоохранения Вологодской области» на 2014-2020 годы. 
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Рассматриваются методы прогноза геолого-технических меро-
приятий. Оцениваем качество прогноза по его практической значи-
мости. При наличии нейросетевой модели и обученных нейронных 
сетей можно быстро, выполнить прогнозы по сотням или тысячам 
скважин разным видам геолого-технических мероприятий. Прогноз-
ный дебит вычисляется для каждого ГТМ по методу, близкому к ме-
тоду Монте-Карло 

Ключевые слова: нейронные сети, коэффициент корреляции, 
модель, среднее значение, доверительный интервал, дебит нефти, 
геолого-технические мероприятия 
 
По теории ошибок не можем точно знать величины фактиче-

ского и тем более прогнозного дебита нефти после ГТМ.  
Коэффициент корреляции предполагает, что сравниваемые ве-

личины распределены нормально, в то время как дебиты нефти име-
ют логнормальное распределение, и чтобы считать по ним коэффи-
циент корреляции их надо сначала прологарифмировать. Иначе на 
величину коэффициента слишком большое влияние будут оказывать 
высокие значения дебитов нефти. 

Даже для фактического дебита можем говорить только об ин-
тервале, накрывающем истинное его значение с вероятностью 90%, в 
самом лучшем случае – 95%. Но согласно теории, для того чтобы 
повысить вероятность 90% до 95% нужно брать в полтора раза более 
широкий доверительный интервал, что может оказаться практически 
нецелесообразным.   

Оценивать качество прогноза необходимо с практической точ-
ки зрения какой ГТМ считается успешным, а какой нет. Ведь по оп-
ределенной группе скважин ГТМ признаются успешными, хотя у 
этих скважин разные дебиты нефти. Средние дебит определяется как 
сумма добытой нефти за три месяца деленная на сумму дней работы. 
При этом определяем доверительный интервал следующим образом: 
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– берем четыре месяца после ГТМ 
– вычисляем четыре значения среднего дебита каждый по всем 

комбинациям трех месяцев из четырех (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4),  
(2, 3, 4) 

– по четырем полученным значениям вычисляем среднее зна-
чение μ и стандартное отклонение - σ 

– по критерию Стьюдента для уровня значимости 0.9 и для 
трех степеней свободы. Отсюда значение фактического дебита с ве-
роятностью 90% находится в интервале  

 2,1 q 2,1         . 

Для дебитов нефти после ГТМ по пласту АВ1(1-2) ширина до-
верительного интервала составляет в среднем около 14% от величи-
ны дебита.  

Ширина доверительного интервала достаточно сильно варьи-
руется для разных скважин – дисперсия около 11% - и может дости-
гать 25-35% и в этих случаях интервал, в котором находится факти-
ческий дебит нефти получается 6.5 – 13.5 т/сут.  

Прогнозный дебит вычисляется для каждого ГТМ вычисляется 
по методу близкому к методу Монте-Карло, поэтому можем полу-
чить его среднее значение и стандартное отклонение, по которому 
вычисляем доверительный интервал. Проводим тест, и знаем факти-
ческий дебит и его доверительный интервал, то в подавляющем 
большинстве случаев доверительный интервал прогнозного дебита 
шире фактического примерно в 1.5 – 2 раза  

Так как имеем только интервальные оценки значений как фак-
тического, так и прогнозного значений дебитов нефти после ГТМ и 
вероятность что эти интервалы точно совпадут практически равна 
нулю, то необходимо выработать критерии оценки качества прогно-
за, которые имели бы практический смысл. 

Прежде всего, имеем выборку фактических значений дебитов, 
и эта выборка характеризуется известными критериями – средний 
дебит нефти μ и его стандартное отклонение. σ. Очевидно оценка 
качества прогноза, должна опираться на эти две величины.  Ошибка 
будет значимой только в том случае, когда значения фактического и 
прогнозного дебитов находятся по разные стороны от среднего де-
бита. Например, при среднем дебите 10 т/сут фактический дебит со-
ставляет 15 т/сут, а прогнозный – 5 т/ сут или наоборот. Если обе 
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величины находятся по одну сторону от среднего дебита, то ошибка 
не может считаться значимой, например, если прогнозный дебит 11 
т/сут, а фактический – 25 т/сут. Несмотря на большую разницу они 
оба выше среднего фактического дебита.  

С другой стороны, прогнозный и фактический дебиты могут 
быть по разные стороны от среднего, но близко расположены, на-
пример, 9 т/сут и 11 т/сут. Поэтому необходимо учитывать не только 
положение по отношению к среднему дебиту, но и разницу между 
прогнозным и фактическим дебитами и соотносить эту разницу со 
стандартным отклонением фактических дебитов. Ошибка значима 
если прогнозный и фактический дебиты находятся по разные сторо-
ны от среднего дебита(фактического) и расстояние между ними бо-
лее двух стандартных отклонений. В среднем стандартное отклоне-
ние по дебитам нефти после ГТМ примерно равна 6 т/сут.  

Если задать баллы всем строкам прогнозной выборки, сложить 
их и разделить на количество строк, то получиться коэффициент 
ошибок. Он в общем не совпадает с корреляцией. Иногда корреляция 
хорошая, но коэффициент ошибок низкий. В то же время специали-
стов раздражают как раз значимые ошибки прогноза.  Хорошо, если 
коэффициент ошибок выше 0.5. 

Метод сечений основан на методах непараметрический стати-
стики, в частности на ранговой корреляции Спирмена, которая при-
меняется в тех случаях, когда нельзя корректно применять коэффи-
циент корреляции Пирсона. В частности, если переменные не имеют 
нормального распределения или измеряются в интервальной шкале. 

Это мера зависимости двух случайных величин (признаков) X 
и Y, основанная на ранжировании независимых результатов наблю-
дений (X1, Y1), . . ., (Xn , Yn) 

 

n
2
i

i 1
s 2

6 d
r 1 ,

n n 1
 



 

где di – разность между рангами Хi и Yi. 
Чтобы вычислить коэффициент ранговой корреляции нужно 

сначала отсортировать выборку по одному из параметров, например, 
по фактическому дебиту нефти и пронумеровать значения от 0 до N, 
затем отсортировать выборку по второму параметру – прогнозному 
дебиту нефти и тоже пронумеровать. 
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Ранжирование прогнозных и фактических дебитов 
  

По двум ранговым колонкам можно вычислить коэффициент 
Спирмена, который равен 0.44 (коэффициент корреляции-0.40).  

Кроме коэффициента ранговой корреляции Спирмена. сущест-
вуют другие методы оценки связи двух величин – коэффициент ран-
говой корреляции Кэндела, метод соответствие Гудмена, коэффи-
цент Крамера. Большинство этих коэффициентов эвристические, 
часто не имеют строгого обоснования, но используются на практике. 

В данном случае оцениваем качество прогноза по его практи-
ческой значимости. Если список скважин-кандидатов для проведе-
ния ГТМ может быть отсортирован так, что одна группа скважин 
всегда в среднем лучше другой, то это все-таки практический ре-
зультат. Иногда другого и нельзя получить в силу нехватки входной 
информации.  

При наличии нейросетевой модели и обученных нейронных 
сетей можно быстро, в течение суток выполнить прогнозы по сотням 
или тысячам скважин разным видам ГТМ. Таким образом на каждую 
скважину получится по несколько прогнозов и специалист уже мо-
жет выбрать какой вид ГТМ более перспективен или выберет ком-
плекс мероприятий. 
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Хотя прогнозы делаются быстро и автоматически, но зато ин-
терпретация их должна выполняться вручную. В этом плане система 
не заменяет специалиста, но дает ему дополнительный мощный и 
объективный инструмент. Сами по себе прогнозы могут быть непра-
вильными, но они всегда небезосновательны. Понять, как их можно 
эффективно использовать можно только на практике. 

Простейший способ, это использовать прогнозы системы Cer-
vart как дополнительный аргумент при оценке скважин-кандидатов 
для проведения ГТМ. Если прогноз системы совпадает с оценкой 
специалиста, то видимо такая скважина может быть отобрана для 
проведения ГТМ. Если же прогнозы системы и специалиста расхо-
дятся, то проведение ГТМ в такой скважине связано с повышенным 
риском и возможно от него следует пока отказаться до получения 
новой информации, особенно если имеется достаточное количество 
скважин, где прогнозы согласуются. 

Прогноз эффекта ГТМ можно выполнять в двух видах. Во- 
первых, можно выполнять прогнозы по предоставленному списку. В 
этом плане прогнозы системы можно использовать для проверки 
планов проведения ГТМ, представленным с промыслов. Ведь по су-
ти на верхних уровнях управления компанией нет никаких средств 
для проверки этих списков за исключением проверки правильности 
их оформления. А тут имеется мощный инструмент такой проверки.  

В этом плане выполнен также расчет прогнозов эффективно-
сти ГТМ для 189 скважин по списку ПечорНИПИнефть. 

Здесь расчет был выполнен АО четырем нейронным сетям, од-
на из которых обучалась на результатах ПЦО, ругая РИР, третья оп-
тимизации и четвертая – ГТМ вообще.  По каждой из 189 скважин 
таким образом имеется четыре прогноза, которые достаточно сильно 
варьируют. Например, по скв.4051 прогнозные дебиты нефти для 
разных видов ГТМ меняются в пределах 3 – 9 т/сут, а по скважине 
2922 – пределы более узкие – 8 – 10 т/сут. В принципе если по сква-
жине все прогнозы для разных видов ГТМ высокие, то ее следует 
считать более перспективной, чем если прогнозы сильно варьируют 
и среди них попадаются низкие значения. 

Кроме того, система может сама анализировать скважины и 
формировать списки для проведения ГТМ. Но в обоих случаях по 
каждой скважине выполняются прогнозы по нескольким видам ГТМ 
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с тем, чтобы оценить в целом ее перспективность и иметь возмож-
ность получения прогноза по комплексным ГТМ.    
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The methods of forecasting of geological and technical measures are con-
sidered. The quality of the forecast and its practical significance are assessed. In 
the presence of a neural network model and the trained neural networks can be 
quickly, to perform predictions for hundreds or thousands of wells different types 
of geological and technical measures. The predicted production rate is calculated 
for each GTM is calculated by the method is close to Monte Carlo 
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На основе теоретического анализа выполнена оценка возмож-
ности использования метода электрокинетической звуковой ампли-
туды для определения содержания воды в нефти и нефтепродуктах. 
Проведены численные оценки частотного диапазона акустического 
сигнала, в котором можно определять размеры капель водонефтяной 
эмульсии 

 
Ключевые слова: водонефтяная эмульсия, размеры эмульси-

онных капель, метод электрокинетической звуковой амплитуды, вла-
госодержание 

 

Введение 
На качество нефти и нефтепродуктов существенно влияет со-

держание влаги, которое стремятся минимизировать и которое, соот-
ветственно, постоянно контролируется на этапах разработки, транс-
портировки и переработки. Вода в нефтепродукте может находиться 
преимущественно в виде эмульсионных капель. Определив их число 
и размеры, можно оценить содержание воды.  

Особый интерес представляют методы оперативного опреде-
ления влагосодержания нефти и нефтепродуктов, в качестве которо-
го в настоящей статье рассматривается метод электрокинетической 
звуковой амплитуды (ЭЗА). 

Физико-математическая модель 
Эмульсионные капли при отсутствии внешнего поля можно рас-

сматривать как невязкие проводящие капли сферической формы, сво-
бодно плавающие в жидкости с очень низкой электропроводностью. 

Положим, что плотность содержимого капли будет равна ρ, 
плотность вмещающей жидкости (нефти) – ρo, диэлектрическая про-
ницаемость среды – . Радиус капли – r, коэффициент поверхностно-
го натяжения – σ.  



164 

Как показано в работе [1], во внешнем электрическом поле та-
кие капли осциллируют с собственной частотой с. Для таких ка-
пель, в случае приложения к электродам внешнего электрического 
поля напряженностью E, справедлива формула: 

2

c 3
8 1 1.382 .rE

r
 

  
 

 
 

                             (1) 

При напряженности электрического поля значительно меньше 
критической E << Ecr  вторым членом в формуле (1) можно пренеб-
речь. Тогда, выражая r через с, получим 

3c 2
c

8( )r 



.                                    (2) 

Вид указанной зависимости приведен на рис. 1 [2]. 

 
Рис. 1. Связь между размерами эмульсионной капли и часто-

той ее осцилляции в электрическом поле 

С другой стороны, при исследовании коллоидных систем был 
обнаружен эффект возникновения акустических колебаний коллоид-
ных частиц в переменном электрическом поле. Указанный эффект 
был впервые открыт в начале 1980-х гг. Естественно предположить, 
что аналогичный эффект должен наблюдаться и в водонефтяных 
эмульсиях, которые являются дисперсными системами. 

В последнее время большой интерес вызывают аналитические 
методы исследования разнообразных дисперсных систем, основан-
ные на использовании указанного явления [3]. В частности, имеется 
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в виду метод, в котором измеряются характеристики звуковых волн, 
порождаемых переменным электрическим полем, воздействующим 
на коллоидную систему. 

Это, так называемый, метод электрокинетической звуковой 
амплитуды (ЭЗА). Физические основы метода и математический ап-
парат для вычисления искомых параметров приведены в работе [4]. 
Основной измеряемой характеристикой здесь является динамическая 
подвижность частиц μD, т.е. электрофоретическая подвижность в ос-
циллирующем электрическом поле.  

Электрофоретическая подвижность определяется как линейная 
скорость движения дисперсной фазы (u), отнесенная к единице на-
пряженности электрического поля (E), т.е. 

μD = u/E.            (3) 
Еще одной важнейшей характеристикой коллоидной системы 

и ее двойного электрического слоя является  ζ-потенциал (электро-
кинетический потенциал). ζ-потенциал определяют как потенциал 
границы скольжения фаз при их относительном передвижении в 
электрическом поле [5].  

Электрокинетический потенциал связан с электрофоретиче-
ской подвижностью уравнением Гельмгольца – Смолуховского:  

0 0
D

u
E

 
 

   


 
  

.                                  (4) 

где  – величина электрокинетического потенциала, В;  – вязкость 
среды, Н·с/м2;  – диэлектрическая проницаемость среды; 0 – ди-
электрическая проницаемость вакуума, равная 8,85·10–12 Ф/м; u – 
линейная скорость движения границы золь – боковая жидкость, м/с; 
E – напряженность постоянного электрического поля, В/м.  

Электрокинетический потенциал может быть определен экспе-
риментально по уравнению (4). 

Основной принцип метода ЭЗА заключается в следующем. 
Переменное электрическое поле воздействует на заряженные части-
цы и вызывает их осциллирующие колебания, сопровождающееся 
образованием акустических сигналов при условии, что плотность 
частиц отлична от плотности дисперсной среды. 

Акустические волны регистрируются специальным детектором 
и преобразуются в ЭЗА-сигнал. По величине этого сигнала может  
быть вычислена динамическая подвижность (μD) частиц и их ζ-
потенциал. 
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Как показано в работе [4], для суспензий амплитуда ЭЗА-
сигнала связана с подвижностью частиц следующим соотношением: 

( ) ( ) DESA A    



 , 

где ω – частота электрического поля, А(ω) – инструментальная кон-
станта,  – объемная доля частиц в суспензии, ρ – плотность жидко-
сти, Δρ – разность плотностей дисперсной фазы и дисперсной среды. 

Для частиц, имеющих сферическую форму, динамическая под-
вижность может быть выражена через ζ-потенциал по формуле: 

2 ( )[1 ( , )]
3D G a f  


  ,                              (5) 

где 2a r v , r – радиус частицы, η – вязкость жидкости, ε – ее ди-
электрическая проницаемость, v = η/ρ – кинематическая вязкость. 
Безразмерная величина λ – параметр, характеризующий электропро-
водность поверхности частиц.  

Функция  1 + f (λ, ω) пропорциональна тангенциальной состав-
ляющей электрического поля на поверхности частиц.  

При гармоническом воздействии поля типа exp(it) на жидкую 
среду коэффициент инерции G(a) описывается формулой: 

( ) 3 2
9
aG a b b i 


                

,                         (6) 

где 
1 (1 ) / 2b i a   .                                     (7) 

Коэффициент инерции G(a) позволяет учесть влияние инерци-
онных эффектов при движении частиц. Как видно из формул (6-7), 
он связан с радиусом частиц и учитывает также разность плотностей 
частиц и среды.  

На низких частотах, когда аргумент коэффициента инерции a  
стремится к 0, сам коэффициент G(a) становится близким к 1 и прак-
тически не зависит от размеров частиц.  

При возрастании частоты, когда 2 1r v  , инерция частиц 
становится значительной. Это влияет на величину μD и движение 
частиц начинает отставать от приложенного поля.   

Таким образом, на высоких частотах и амплитуда и сдвиг фаз 
сигнала ЭЗА зависят от размеров частиц, что позволяет использовать 
эти частоты для их определения.  
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В работе [4] показано, что для водных суспензий указанным 
методом определяются коллоидные частицы с размерами от 1 мкм 
до 100 нм в диапазоне от 150 кГц до 15 МГц.  

Выполним численные оценки диапазона акустического сигна-
ла, генерируемого при использовании метода ЭЗА, для эмульсион-
ных капель воды в нефти с радиусами от 3 мкм до 50 нм. Для расче-
тов примем для нефти v = 5 сСт при температуре 500С. Результаты 
расчетов приведены на графике (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Зависимость радиуса эмульсионной капли от частоты 

звукового сигнала, генерируемого при ЭЗА 
 

Заключение 
Возможности метода ЭЗА были подтверждены на ряде экспе-

риментов на примере как разнообразных коллоидных частиц в сус-
пензиях произвольной концентрации [4], так и специально приго-
товленных масляных эмульсий с дейтериевой водой [6].  

Соответственно, на наш взгляд, представляется возможным 
использование метода электрокинетической звуковой амплитуды 
для определения размеров капель водонефтяной эмульсии в нефти и 
нефтепродуктах. 

По величине фазового сдвига между электрическим и акусти-
ческим сигналами можно судить о размерах эмульсионных капель, 
содержащих воду, а амплитуда акустического сигнала пропорцио-
нальна их количеству.  
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С учетом того обстоятельства, что практически вся вода со-
держится внутри капель водонефтяной эмульсии, определив размеры 
капель и их количество, можно вычислить их суммарный объем, а, 
значит, и содержание воды. Для получения количественных характе-
ристик, естественно, необходимо вначале провести калибровку на 
исходных пробах сырой нефти. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ НЕЧЕТКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ДЛЯ УСТАНОВЛЕНИЯ СВЯЗИ МЕЖДУ ВЕЛИЧИНОЙ ИНДЕКСА  

НЕКАНЦЕРОГЕННОЙ ОПАСНОСТИ И ЗАБОЛЕВАЕМОСТЬЮ  
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Рассматривается нечеткая модель определения уровня заболе-
ваемости работников нефтеперерабатывающего предприятия болез-
нями органов дыхания на основе анализа концентраций загрязняю-
щих веществ во всех средах пребывания работников с использовани-
ем математического аппарата нечетких множеств. Приведены ре-
зультаты визуализации разработанной нечеткой модели в среде 
MATLAB Fuzzy Logic Toolbox 

 
Ключевые слова: нечеткое моделирование, индекс неканцеро-

генной опасности, профессиональный риск, заболеваемость, персо-
нал, вредные вещества 

 

Введение 
Нечеткое моделирование на сегодняшний день является наи-

более перспективным направлением для научных исследований в 
области анализа, прогнозирования и моделирования различных про-
цессов. Особенно это актуально для оценки профессиональных рис-
ков для здоровья персонала, где недостаточно данных о связи неко-
торых заболеваний с условиями труда. Существующая оценка усло-
вий труда позволяет определить «словесно» уровень риска на основе 
установленного класса условий труда. При этом круг рассматривае-
мых производственных факторов постоянно сужается, исключая да-
же получение доплат за вредные условия труда. Так, при неизменно-
сти условий труда, класс условия труда снижается только за счет из-
менения методики, по которой проводится оценка условий труда. 

Целью данной работы является оценка применимости сущест-
вующих моделей и методов нечеткой логики к моделированию воз-
действия вредных веществ на здоровье персонала ООО «РН – Ком-
сомольского НПЗ».  
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Объект исследования – персонал завода, подвергающийся воз-
действию вредных веществ в трех средах за период с 2004 по 2010 г.  

Предмет исследования – ингаляционные неканцерогенные 
риски для здоровья персонала нефтеперерабатывающего завода.  

 

Постановка проблемы 
Рассмотрим задачу построения зависимости заболеваемости 

болезнями органов дыхания персонала нефтеперерабатывающего 
завода от индексов неканцерогенной опасности химических веществ 
и взвешенных веществ. Нозологическая группа «болезни органов 
дыхания» выбрана на основе проведенного ранее анализа воздейст-
вующих веществ и особенностей их воздействия в трех средах: про-
изводственно-технологической, производственной и городской [1]. 

Производственная технологическая среда является максималь-
но загрязненной – это территории технологических цехов и устано-
вок. Производственная среда – менее загрязненная среда внутри ад-
министративных зданий, а так же остальная территория завода. Го-
родская среда в свою очередь представляет собой совмещение быто-
вой и окружающей сред на территории города Комсомольска-на-
Амуре. Такое деление на среды сделано с целью уточнения концен-
траций вредных веществ, и, соответственно, более детальной оценки 
риска для здоровья работников [1].  

Всего в анализе участвовало 66 веществ. На рис. 1 показано ко-
личественное соотношение веществ, воздействующих на персонал. Из 
них веществ, воздействующих на органы дыхания – 30 наименований, 
7 имеет первоочередное воздействие на органы дыхания (рис. 2) [2].  

Все вредные вещества, воздействующие на органы дыхания, 
можно условно поделить ещё на 2 группы в связи с их особенностя-
ми воздействия: химические вещества и взвешенные вещества. По-
этому далее будет строиться модель зависимости заболеваемости 
персонала болезнями органов дыхания от двух параметров: индекса 
неканцерогенной опасности по химическим веществам и индекса 
неканцерогенной опасности по взвешенным веществам. 

Индексы неканцерогенной опасности являются количествен-
ными оценками величины воздействующих вредных веществ на ор-
ганизм работника в течение всего дня в трех средах и рассчитывают-
ся сначала для каждого вещества (1), а затем по группе воздействия 
на конкретный орган или систему в целом (2): 
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Рис. 1. Соотношение веществ, воздействующих на критиче-

ские органы/системы 
 
 

 
Рис. 2. Соотношение веществ по первоочередному действию 

на критические органы/системы 
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HQi = AC / RfC,                      (1) 
  HI = Σ HQi,                  (2) 

где HQi – коэффициенты опасности для отдельных компонентов 
смеси воздействующих веществ; HI – индекс неканцерогенной опас-
ности для критического органа или системы; АС – средняя концен-
трация вещества, мг/м3; RfC – референтная (безопасная) концентра-
ция, мг/м3 [1]. 

Стоит отметить, что средняя концентрация каждого вещества, 
участвующего в расчете, усреднялась на 24 часа, в зависимости от 
каждого типа среды, концентрации вещества в ней и времени воз-
действия на работника. 

После того, как были рассчитаны индексы HI для органов ды-
хания на каждом рабочем месте, данные были усреднены по 29 про-
фессиональным группам. Основные критерии формирования групп 
персонала: принадлежность к установке или цеху и величина полу-
ченного неканцерогенного риска HI.  

Минимальные значения индексов составили HImin хим = 23,87 и 
HImin взв = 2,56, что превышает допустимое значение HIдоп = 1. Макси-
мальные значения индексов составили HImax хим = 1621,58 и HImax взв =  
= 5,01. 

Далее рассмотрим такой выходной параметр, как состояние 
здоровья персонала, который является отражением сложного ком-
плекса явлений в окружающей среде. На процесс его формирования 
влияет целый ряд производственных, социально-экономических, а 
также, биологических, антропогенных, природно-климатических и 
других факторов, в совокупности определяющих экологическую об-
становку тех сред, в которых человек находится в течение дня, упот-
ребляемой пищи и воды. Большую часть вредных веществ человек 
получает с вдыхаемым воздухом, это составляет порядка 80% всех 
доз поступления. 

Предугадать соответствующую величину заболеваемости пер-
сонала болезнями органов дыхания достаточно сложно, особенно 
при сезонности данного явления. В связи с этим целесообразным 
является использование лингвистических переменных, то есть пере-
менных значениями которых являются не числа, а слова на естест-
венном или формальном языке.  

Данные о заболеваемости персонала завода по нозологической 
форме «болезни органов дыхания» с 2004 по 2010 г. были разбиты 
по выделенным 29 профессиональным группам, а затем усреднены 
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за 7 лет и включали в себя количество случаев заболеваний на 1000 
работающих и количество дней нетрудоспособности также на 1000 
работающих. Далее использованы данные только по количеству слу-
чаев заболеваний: минимальное значение – 125 заболеваний, макси-
мальное – 495. 

Сопоставление рассчитанных индексов HI и заболеваемости 
ведет к получению 29 точек, которые трудно поддаются описанию с 
помощью уравнений зависимости, но, тем не менее, явно заметна 
прямо пропорциональная зависимость: чем больше индекс опасно-
сти, тем больше ответная реакция.  

Для перехода к нечеткой логике было выполнено дополни-
тельное преобразование входных параметров (индексов HI). Так как 
все индексы превышали допустимое значение была предпринята по-
пытка выбора так называемого «приемлемого» значения, которое бы 
гарантировало минимальные отклонения в состоянии здоровья.  

Для этого был введен дополнительный критерий «тяжесть про-
текания заболеваний» и выбрана соответствующая группа, индексы ко-
торой приняты за «приемлемый» новый норматив. Это позволило по-
лучить новые диапазоны значений HIхим  [0,12;8,05] и HIвзв  [1,0;1,96]. 

 
Методология 

Процесс моделирования можно укрупненно представить в ви-
де следующей последовательности действий: 

1) осознание наличия проблемы; 
2) выделение главных факторов, определяющих проблему, ко-

торые должны служить выходными параметрами модели; 
3) выделение определяющих входных переменных модели; 
4) собственно разработка математической модели; 
5) идентификация модели (параметрическая или структурно-

параметрическая); 
6) проведение численных экспериментов с моделью и при не-

обходимости статистическая обработка полученных данных; 
7) определение состава параметров качества, характеризую-

щих решаемую проблему (с использованием данных моделирования 
и априорной информации); 

8) формализация частных критериев качества на основе пара-
метров качества; 

9) определение параметров, характеризующих относительную 
значимость частных критериев для решения общей проблемы; 
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10) формализация обобщенного критерия качества решения 
проблемы на основе агрегирования частных критериев с учетом их 
относительной значимости; 

11) решение задачи выбора наилучшей альтернативы или мно-
гокритериальной оптимизации в зависимости от типа решаемой про-
блемы. 

В сущности, она является некоторой детализацией общеприня-
той схемы: формулировка проблемы → построение модели и иден-
тификация → оптимизация. 

Разработка нечетких моделей санитарно-токсикологической 
безопасности персонала промышленных предприятий позволяет по-
лучить численную оценку профессионального риска. Математиче-
ский аппарат нечеткой логики обычно применяют в тех случаях, ко-
гда имеющейся количественной информации недостаточно, либо она 
недостаточно полная для получения надежных статистически значи-
мых выводов [3-7].  

Наряду с классическими аналитическими методами целесооб-
разно использовать аппарат нечетких множеств, реализованный, в ча-
стности, в системе компьютерного моделирования MATLAB [8], что 
позволяет разработать нечетко-множественную модель для оценки, 
анализа и визуализации показателей профессионального риска.  

Поскольку имеется необходимость учета множества разнород-
ных по физической природе и размерностям показателей, то целесо-
образно привести их к безразмерному виду путем нормирования, 
например, следующим образом: 

i min

max min

s ss
s s





,                                         (3) 

где si – нормируемый показатель; smax, smin – максимальное и мини-
мальное значение критерия в выборке по нормируемому показателю. 

Система нечеткого логического вывода в общем случае вклю-
чает в себя следующие этапы: 

1. Фазификация (приведение к нечеткости). На этом этапе точ-
ное множество входных данных преобразуется в нечеткое множест-
во, которое определяется с помощью функций принадлежности. 

2. Построение базы правил нечетких продукций. 
3. Композиция с использованием методов агрегирования. 
4. Дефазификация (приведение к четкости). На этапе дефази-

фикации исполнительный модуль нечеткой системы на основании 
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многих нечетких выводов формирует однозначное решение по от-
ношению ко входным переменным. 

Рассмотрим подробнее начальный этап, на котором осуществ-
ляется фазификация. Обозначим через d входную переменную 
«взвешенные вещества», которая отражает запыленность воздушной 
среды предприятия. Соответствующее ей терм-множество обозна-
чим через T1 = {низкое, среднее, высокое} = {D1, D2, D3}.  

Вторая входная переменная x – «химические вещества» – от-
ражает химическую загрязненность воздушной среды. Ей соответст-
вует аналогичное терм-множество T2 = {низкое, среднее, высокое} =  
= {X1, X2, X3}. 

Выходной переменной y (уровень заболеваемости работников) 
сопоставим также аналогичное терм-множество T3 = {низкое, сред-
нее, высокое} = {Y1, Y2, Y3}. 

Следующий этап – построение базы правил нечетких продук-
ций. Чаще всего в качестве модели нечеткого вывода используют 
модель Мамдани, особенностью которой является то обстоятельство, 
что ее правила логического вывода содержат нечеткие значения в 
своих консеквентах. В нашем случае это функция принадлежности 
терм-множества Т3.  

В выбранных обозначениях приведем для примера некоторые 
из указанных правил: 

IF d IS X1 AND x IS D1 THEN y IS Y1 
IF d IS X2 AND x IS D1 THEN y IS Y2 
IF d IS X3 AND x IS D1 THEN y IS Y3 

В качестве инструментального средства, реализующего рас-
смотренный подход, удобно использовать пакет расширения Fuzzy  
Logic Toolbox среды компьютерной математики MATLAB, позво-
ляющий создавать системы нечеткого логического вывода и нечет-
кой классификации. Основным интерактивным инструментом Fuzzy 
Logic Toolbox является редактор систем логического вывода FIS, 
который содержит средства для функционального отображения 
входных и выходных переменных [8]. 

 
Обсуждение результатов 

Этапы проведенного моделирования иллюстрируются приве-
денными ниже рис. 3-6. 
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На рис. 3 приведены графики функций принадлежности для 
термов входныхс «взв»(d), «хим»(x) и выходной «заболев»(y) лин-
гвистических переменных. 

 

 
Рис. 3. Вид функций принадлежности в редакторе FIS пакета 

расширения Fuzzy Logic Toolbox: «взв» и «хим» – для показателей 
неканцерогенного риска по взвешенным и химическим веществам, 
соответственно; «заболев» – для числа случаев заболеваний органов 
дыхания на 1000 работников 
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На рис.4 показан фрагмент окна определения базы продукци-
онных правил нечеткого вывода.  

 

 
 

Рис. 4. Вид окна определения продукционных правил в редак-
торе FIS. 

 
На рис. 5 приведен вид программы просмотра нечеткого выво-

да в модели Мамдани для рассматриваемой задачи. Здесь показано 
агрегирование нечетких правил при двух входных переменных «взв» 
и «хим». При этом используется логическое произведение, что соот-
ветствует операции  min. Агрегирование импликаций, касающихся 
правил, осуществляется путем логического суммирования, что соот-
ветствует операции max. 

Поскольку в качестве оператора агрегации используется опе-
ратор max, а в качестве оператора импликации используется опера-
тор min, процедура получения нечеткого значения выхода является 
композицией max-min. 

После получения нечеткого выхода (y) необходимо перейти к 
этапу дефазификации, на котором находится соответствующее ему 
четкое значение yout (5). В качестве метода дефазификации нами был 
использован метод центра тяжести: 

 

1 1
( ) ( )n n

out i i ii i
y y y y

 
   ,                          (4) 

 

где μ(yi) – функция принадлежности i-го правила, а n – число правил 
нечеткой продукции.  

Наконец, на рис. 6 показан вид поверхности нечеткого вывода 
для разработанной нечеткой модели. Этот вид служит для общей 
оценки адекватности построенной нечеткой модели, а также позво-
ляет проанализировать влияние значений входных переменных на 
значение выходной переменной. 



178 

 
 

Рис. 5. Вид программы просмотра нечеткого вывода Мамдани.  
 

 
 

Рис. 6. Поверхность нечеткого вывода для разработанной не-
четкой модели. 
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Заключение 
1. Выделены 29 профессиональных групп персонала завода, 

данные по которым преобразованы в 2 входных параметра d (взве-
шенные вещества), х (химические вещества)  и 1 выходной параметр 
у (заболеваемость персонала болезнями органов дыхания).  

2. Разработана и математически описана нечеткая модель 
влияния загрязняющих веществ двух групп на здоровье персонала на 
основе модели Мамдани, а именно на органы дыхания.  

3. Предложен вариант фазификации трех выделенных пара-
метров на основе приемлемого риска для здоровья персонала как 
«низкий», «средний», «высокий». 

4. В интерактивном режиме выполнена разработка и визуали-
зация системы нечеткого вывода решаемой задачи с использованием 
графических средств пакета расширения Fuzzy Logic Toolbox среды 
компьютерной математики  MATLAB.  

5. Выявлено, что весь персонал завода подвержен достаточно 
большому воздействию неканцерогеннго риска, вероятность возник-
новения вредных эффектов у работника (заболеваний органов дыха-
ния) возрастает пропорционально увеличению коэффициента некан-
церогенной опасности HI. 

6. Разработанная модель может быть легко дополнена новыми 
показателями загрязнения воздуха или же другими производствен-
ными факторами (лингвистическими переменными) и новыми вы-
ходными параметрами (нечёткими правилами вывода). 
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APPLICATION OF FUZZY MODELING METHODS  
FOR CONNECTION BETWEEN THE SIZE  

OF NONCANCENOGENOUS HAZARDS INDEX  
AND PERSONNEL MORBIDITY 
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A fuzzy model for determining the morbidity rate of employees of a 

refinery with diseases of the respiratory organs is analyzed on the basis of an 
analysis of the concentrations of pollutants in all occupational environments 
using a mathematical apparatus of fuzzy sets. The results of visualization of the 
developed fuzzy model in the MATLAB Fuzzy Logic Toolbox medium are 
presented 
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Представлены резинометаллические амортизаторы испыты-

вающие различные виды деформации. Описан пластинчатый аморти-
затор применяемый при сейсмоизоляции в нефтегазовой промыш-
ленности, и устанавливаемый в резинометаллические сейсмоизоли-
рующие опоры. Приведены результаты испытания изделия. Выявле-
ны схожие конструкции в различных областях применения 

 
Ключевые слова: амортизаторы, деформации, сейсмоизолиру-

ющие опоры, виброизолирующая опора, кольцо резинометаллическое 
 

Интенсификация производственных процессов, создание ско-
ростных транспортных средств, увеличение мощности оборудования 
при уменьшении его масс и габаритов на единицу мощности неиз-
бежно сопровождается увеличением интенсивности и расширением 
спектра вибраций корпусов судов, машин, строительных конструк-
ций и других инженерных сооружений в различных отраслях про-
мышленности и народного хозяйства [1]. 

С целью снижения вибрационных нагрузок на машины и агре-
гаты применяются различные упругие, упруго-демпферные и демп-
ферные опорные, резиновые прокладки и амортизаторы, виброизо-
лирующие покрытия и т.д. [2]. 

В условиях больших статический нагрузок, как правило, при-
меняют резинометаллические амортизаторы, минимальная динами-
ческая жесткость упругого элемента виброизоляции, в такого вида 
конструкциях, определяется и ограничивается, в конечном счете, 
величиной этих нагрузок и физико-механическими свойствами ис-
пользуемых резин [3]. 

В процессе работы амортизаторы испытывают различные виды 
деформации: растяжение, сжатие, сдвиг, кручение, а также одновре-
менно несколько видов деформации – сжатие со сдвигом, сжатие с 
кручением и т.д. [4, 5]. 
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Наиболее распространены амортизаторы, работающие на де-
формацию сжатия. В простейшем случае это детали цилиндрической 
формы с осевым отверстием или без него (рис. 1, а, в). 

 

 
Рис. 1. Амортизаторы сжатия 

 
Наличие центрального отверстия повышает эластичность 

амортизатора и способствует лучшему теплоотводу и охлаждению 
элемента. Увеличивая диаметр внутреннего отверстия и наружный 
диаметр амортизатора, можно повышать его продольную устойчи-
вость, сохраняя постоянной продольную жесткость [6]. Ещё более 
повышенную устойчивость имеет сборный амортизатор (рис. 1в), 
состоящий из ряда цилиндрических амортизаторов с металлически-
ми дисками, служащим для их соединения. Упругая характеристика 
такого группового амортизатора может легко изменятся путём при-
соединения новых элементов. 

Резинометаллические амортизаторы сжатия, показанные на 
рис. 1, имеют жесткость в поперечном направлении значительно 
меньшую, чем в продольном, особенно в тех случаях, когда их диа-
метр соизмерим с высотой. Это объясняется тем, что модуль упруго-
сти резины, как уже отмечено, при сдвиге в несколько раз меньше, 
чем при сжатии [7]. 

В тех случаях, когда поперечные колебания амортизируемой 
машины нежелательны, применяют резинометаллические амортиза-
торы, работающие на сдвиг (рис. 2, а, б). Амортизаторы такого типа 
отличаются высокой эластичностью в продольном направлении и 
значительной жесткостью в поперечном [8]. Обычно они представ-
ляют собой резиновый элемент прямоугольного или квадратного 
сечения (рис 2, а), привулканизованный к металлической арматуре. 
Для увеличения жесткости амортизатора при торцовом сжатии (по 
А) и необходимости сохранения его габаритных размеров резиновый 
элемент разделяют одной или несколькими металлическими пласти-
нами (рис. 2, б).  
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Рис. 2. Амортизаторы сдвига 

 
Амортизаторы такого типа (рис. 3) широко применяются при 

сейсмоизоляции в нефтегазовой промышленности, и устанавливают-
ся в резинометаллические сейсмоизолирующие опоры (РМСО) [9]. 
Данные опоры в общем случае представляют набор чередующихся 
резиновых и металлических листов, заключённых между опорными 
металлическими пластинами. 

Для предотвращения просадки сооружения под нагрузкой 
РМСО выполняются жесткими в вертикальной и податливыми в го-
ризонтальной плоскостях. При этом для обеспечения упругого боко-
вого перемещения они обладают малой жесткостью в горизонталь-
ной плоскости. К числу достоинств РМСО можно отметить то, что 
они просты по конструкции и легко изготавливаются. Требуемые 
значения параметров легко подбираются за счёт изменения числа и 
толщин отдельных слоёв. Системы сейсмоизоляции с применением 
таких опор существенно снижают уровень динамических воздейст-
вий и уменьшают период собственных колебаний. 
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Рис. 3. Амортизатор пластинчатый 
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Существуют задачи, направленные на исследование напряже-
но-деформированного состояния резинометаллических амортизато-
ров систем сейсмоизоляции шарового резервуара при действии ста-
тических и динамических нагрузок, а так же оценка эффективности 
их применения. 

Резервуар для хранения жидких углеводородов установлен на 
девяти опорных стойках диаметром 820 мм, которые опираются на 
фундамент через РМСО (рис. 4). Сейсмоизолирующая опора шаро-
вого резервуара включает три резинометаллических амортизатора, 
каждый из которых состоит из двух последовательно соединённых 
резинометаллических элементов.  

 

 
Рис. 4. Схема установки амортизаторов в состав сейсмоизоли-

рующей опоры 
 
Амортизатор должен обеспечивать работоспособность при 

действии статической нагрузки сжатия (при заполненном шаровом 
резервуаре) на одну сейсмоизолирующую опору не свыше 3042,5 кН, 
которая равномерно распределяется между тремя амортизаторами, 
входящими в состав одной РМСО. Статическая нагрузка сжатия на 
одну сейсмоизолирующую опору при незаполненном шаровом ре-
зервуаре составляет не более 413,1 кН. При этом статически жест-
кость амортизатора при статической нагрузке составляет: 
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– в направлении оси Z (сжатие) – не менее 1,36∙108 Н/м 
– в направлении оси X (Y) (сдвиг) – 1,3∙107 Н/м. 
Резинометаллический элемент состоит из двух статических 

пластин 850х710 мм толщиной 5 мм и резинового массива между 
ними (рис. 3). 

Краткий обзор патентной информации (по России) и научно-
технической литературы выявил схожие конструкции в различных 
областях применения.  

Виброизолирующая опора [10]. Изобретение относится к 
машиностроению, в частности к виброизолирующим опорам для га-
шения ударных нагрузок и вибрации, возникающих при работе тя-
желого оборудования, стационарных машин и механизмов. 

Виброизолирующая опора содержит (рис. 5) корпус 1 с уста-
новленным в нем пакетом резинометаллических элементов, каждый 
из которых включает эластомерный виброизолятор 2, расположен-
ный между металлическими шайбами 3 и 4, имеющии коробкооб-
разную форму. Шайба 3 установлена с возможностью взаимодейст-
вия кромок ее стенок 5 с наклонными поверхностями 6 стенок ниже-
расположенной шайбы. От виброизолируемого объекта (не показан)  
 

 
Рис. 5. Виброизолирующая опора 
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нагрузка Р передается на пакет резинометаллических элементов с 
осуществлением их деформации и накапливанием потенциальной 
энергии. За счет работы на сжатие резиновых виброизоляторов 2 и 
деформацию наклонных стенок 6, работающих на изгиб шайб 4, по-
глощается энергия нагрузки Р. За счет потерь на внутреннее трение в 
резиновых виброизоляторах 2 часть энергии рассеивается в тепло и 
осуществляется демпфирование вертикальных колебаний и гашение 
вибрации. При снятии или уменьшении нагрузки Р подвижные дета-
ли опоры возвращаются в исходное положение за счет потенциаль-
ной энергии резиновых виброизоляторов 2 и шайб 3, 4. 

Таким образом, включение в упругую деформацию стенок ме-
таллических шайб коробкообразной формы наряду с сжатием рези-
новых виброизоляторов повышает несущую способность виброизо-
лирующей опоры, тем самым повышая надежность и долговечность 
работы [11]. 

Амортизатор [12]. Изобретение относится к средствам гаше-
ния вибрации и ударов. Обойма и шток амортизатора соединены 
между собой при помощи пакета пластин, размещенного в полости 
обоймы. На рис. 6 приведено устройство амортизатора, в состав ко-
торого входят следующие детали: 1 - обойма; 2 - неподвижная упру-
гая пластина; 3 - шток; 4 - подвижная упругая пластина; 5 - крышка. 
В обойме 1 выполнена внутренняя полость для установки пакета 
пластин. Подвижные и неподвижные упругие пластины пакета вы-
полнены из одинакового материала и одинаковы по толщине, число 
неподвижных пластин на одну больше. В плане подвижные и непод-
вижные пластины могут иметь любую произвольную форму. Обойма 
1 имеет с одной стороны глухое дно, а с другой закрывается крыш-
кой на винтах и обеспечивает возможность поджатия пакета пла-
стин. Неподвижные пластины 2 по внешним кромкам соединены с 
обоймой 1 по скользящей посадке. Подвижные пластины 4 по цен- 
 

 

Рис. 6. Амортизатор 
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тру жестко соединены со штоком 3. Подвижные и неподвижные пла-
стины расположены в пакете поочередно. Для соединения амортиза-
тора с основанием объекта обойма 1 имеет фланец с отверстиями, а 
для соединения с виброзащищаемым прибором на внешнем конце 
штока также выполнено отверстие. 

Амортизатор работает следующим образом. В исходном со-
стоянии без движения деформации упругого пакета пластин не про-
исходит. Изменения температуры также не приводят к перемещени-
ям штока 3, поскольку неподвижных пластин 2 выполнено на одну 
больше и деформации подвижных пластин 4 полностью компенси-
руются перемещениями неподвижных. 

Поглощающий аппарат железнодорожного транспортного 
средства [13] 

Относится к железнодорожному транспорту, в частности к 
амортизирующим устройствам для поглощения механической энер-
гии с целью уменьшения продольных усилий в железнодорожном 
подвижном составе, передающихся через автосцепное устройство на 
раму экипажа  

Поглощающий аппарат (рис. 7) содержит корпус 1 с отверсти-
ем в днище, фрикционный узел 2 и стяжную шпильку 3, размещен-
ную в отверстии корпуса 1. В средней части стяжной шпильки 3 же-
стко закреплена шайба 4, с двух сторон от которой расположены две 
секции 5 и 6 упругого комплекта, поджатых гайками 7 и 8 с различ-
ным усилием. 

Под действием внешней силы, передаваемой через фрикцион-
ный узел 2 и превышающей усилие поджатая секции 5 упругого ком-
плекта, происходит деформация этой секции, поджатой с меньшим 
усилием. Секция 6 упругих элементов, усилие поджатия которой пре-
вышает силу, передаваемую через фрикционный узел, при этом не 
деформируется. Жесткость всего упругого комплекта при этом равна 
жесткости элементов секции 5 и его деформация происходит на уча-
стке 9-10 (рис. 8) линии нагружения силовой характеристики. 

Кольцо резинометаллическое (рис. 9) [14] представляет со-
бой резиновый массив 3 с привулканизованной к нему металлоарма-
турой 1, 2 в виде наружной и внутренней втулок. 

В технологии изготовления таких изделий, как кольцо резино-
металлическое, присутствуют операции вулканизации резины при 
температуре 150–155С [15]. Термическое воздействие ведет к рас- 
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Рис. 7. Поглощающий аппарат железнодорожного транспорт-
ного средства 

 
 

Рис. 8. Силовая характеристика упругого комплекта погло-
щающего аппарата 
 
ширению металлических элементов изделия (поз. 1 и поз. 2) и рези-
ны (поз. 3), вследствие после охлаждения в зонах, где резина при-
вулканизована к металлу, возникают остаточные напряжения, ухуд-
шающие характеристики как самого изделия, так и амортизатора в 
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целом. Для снятия подобного рода напряжений в технологическом 
процессе предусматривалась операция дорнования, принцип которой 
заключался в увеличении (растягивании) внутреннего диаметра внут-
ренней втулки кольца резинометаллического механическим путём. 

 

Рис. 9. Кольцо резинометаллическое 
 

Такие операции при серийном изготовлении кольца резиноме-
таллического увеличивают время изготовления партии, трудоём-
кость. Для того, чтобы избежать подобных операций дорнования 
примененяют составы клеёв, которые улучшают привулканизацию 
резины к металлическому кольцу. 

Проведя обзор представленных конструкций, методов их при-
менения и классификации можно заключить, что исследование явля-
ется перспективной, востребованной и актуальной научной задачей. 
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Целью работы является разработка численного метода реше-

ния краевых задач для линейных уравнений эллиптического типа. 
Этот метод основан на приведении исходного уравнения математи-
ческой физики к более простому неоднородному уравнению с из-
вестным фундаментальным решением. Для подтверждения эффек-
тивности предложенного численного метода решена двумерная и 
трехмерная краевые задачи с известными решениями 

 
Ключевые слова: фундаментальное решение, метод фундамен-

тальных решений, метод точечных источников, уравнения эллипти-
ческого типа, краевая задача 

 
Метод точечных источников поля (МТИ) является одним из 

эффективных численных методов решения краевых задач для урав-
нений эллиптического типа. Обычно этот метод используется при 
решении краевых задач для уравнений Лапласа, Гельмгольца, бигар-
монического уравнения [1-6], при моделировании полей упругих на-
пряжений и т.д. [7-10]. Для использования МТИ необходимо распо-
лагать фундаментальными решениями исходного уравнения в анали-
тическом виде. Однако, при решении некоторых задач математиче-
ской физики фундаментальные решения неизвестны, что является 
препятствием для использования МТИ. В данной работе для реше-
ния задачи исходное уравнение приводится к более простому урав-
нению с известным фундаментальным решением [11-15]. 

Пусть известно фундаментальное решение  Rr,g  уравнения 
    0rr UL . Требуется найти в области Ω решение краевой задачи 

для неоднородного уравнения: 
      rrr fUlL  , r               (1) 

с условиями на границе ∂Ω 
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     rrr  U , r ,          (2) 

где L ,  rl ,  r  – линейные операторы в области Ω и на границе ∂Ω.  
Ищем решение задачи (1, 2) в виде      rrr vuU  , где  0Lv .  
Для неизвестной функции  ru  получаем уравнение 

     rrr  vlulfLu , правую часть которого      rrr  vlulf  
можно рассматривать как плотность  r  некоторого фиктивного 
заряда, распределенного в области Ω. Отсюда для функции  ru  по-
лучаем интегральное уравнение 

              


 Rdulvlfgu RRRRRRr,r .           (3) 

Для функции  rv , как в МТИ, используем приближенное вы-

ражение    



Nq

k
kk gqv

1
ρr,r . Здесь Nq число моделирующих поле то-

чечных зарядов qk, располагаемых в точках, с координатами ρk за 
пределами области решения задачи, вблизи ее границы. Теперь 
уравнение (3) принимает вид 

              
 









 R

Nq

k
kk dulgqlfgu RRρR,RRRr,r

1
.     (4) 

Подействуем на уравнение (4) оператором  rl . Введя новую 
функцию      rrr ulw  , получим для этой неизвестной функции ин-
тегральное уравнение 

              
 









 R

Nq

k
kk dgqlwfglw

1
ρR,RRRRr,rr .      (5) 

Решая уравнение (5) численно, находим функцию  rw , после 
чего, используя уравнение (4), записанное в виде 

            
 









 R

Nq

k
kk dwgqlfgu RρR,RRRr,r

1
, находим искомую 

функцию  ru . 
При численном решении интеграл в (5) вычисляется, исполь-

зуя, например, метод прямоугольников, путем разбиения области 
решения на элементарные участки, внутри которых выбирают узло-
вые точки, число которых Nu. Некоторые из узлов, числом NG= Nq , 
располагаются на границе ∂Ω. Для каждого узла записывается чис-
ленный аналог уравнения (5). Получается Nu уравнений для Nu + NG 
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неизвестных: для Nu значений функции  rw  в  Nu узловых точках и 
для Nq =NG зарядов qk, располагаемых в точках с координатами ρk. 
Полученную систему необходимо дополнить уравнениями, учиты-
вающими граничные условия для решаемой задачи.  

Подействуем на уравнение (5) при r  оператором  r : 

                
 









 R

Nq

k
kk dwgqlfgu RρR,RRRr,rrr

1
. 

Теперь граничное условие (2) можно записать в виде 

                 rρr,rRρR,RRRr,r 







  

 

Nq

k
kkR

Nq

k
kk gqdwglqfg

11
. (6) 

Записав это соотношение для каждого из граничных узлов, по-
лучим недостающие NG= Nq  линейных алгебраических уравнений. В 
результате образуется система из Nn =Nu + NG уравнений для Nu зна-
чений функций  iw r  в Nu узловых точках Nq =NG зарядов qk.  

Ниже приводятся результаты решения тестовых задач, под-
тверждающих эффективность рассматриваемого методы при реше-
нии краевых задач для уравнений эллиптического типа. 

Сначала решалась двумерная краевая задача. В области Ω, 
представляющей собой квадрат со стороной равной 2, центр которо-
го совмещен с началом координат, решалась задача для уравнения 

           rrrrr fUxy
y

Ux
x

UyU 








 sin2 22 , r ;  (7) 

с условиями на границе ∂Ω 

     r
n
rr 





UxyU

4
, r .   (8) 

Функции  rf  и  r  в соотношениях (7), (8) подбирались та-
ким образом, чтобы они соответствовали точному решению краевой 
задачи в виде:      xyyxyxUU sin, 2 r . При решении краевой 
задачи оператору L в уравнении (1) соответствовал двумерный опе-
ратор Лапласа L= Δ.  

Далее решалась трехмерная задача Дирихле. В области Ω, 
представляющей собой куб со стороной равной 2, центр которого 
совмещен с началом координат, решалась задача для уравнения 
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             rrrrrr fUxy
z

U
y

Ux
x

UyU 












 sin2 22 , r .    (9) 

Функции в правой части уравнения (9) и в правой части усло-
вия Дирихле подбирались таким образом, чтобы они соответствова-
ли точному решению в виде:       zxyyxzyxUU  sin,, 2r . 

На рисунке представлены зависимости максимальных относи-
тельных погрешностей решаемых задач от количества используемых 
узлов. Жирная линия получена при аппроксимации интегралов в (5), 
(6) методом прямоугольников, тонкая – при использовании метода 
Гаусса с порядком 3. Пунктирная кривая представляет зависимость 
относительной погрешности трехмерной задачи для уравнения (9) от 
числа N= Nn. Видно, что при увеличении N погрешность решения 
обоих задач убывает достаточно быстро. 
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Зависимость максимальной относительной погрешности чис-

ленного решения от количества узлов при решении двумерной и 
трехмерной краевой задачи 

 
Полученные в данной работе результаты показывают, что по-

ле, описываемое линейным уравнением эллиптического типа  можно 
представить в виде суперпозиции полей точечных источников, удов-
летворяющих более простому уравнению, решение которого нахо-
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дится с помощью МТИ. Поэтому представленный численный метод 
можно рассматривать как обобщенный метод точечных источников 
поля (ОМТИ). Преимуществом ОМТИ по сравнению с традицион-
ными методами численного решения краевых задач, таких как МКР 
или МКЭ, является возможность получения решения в аналитиче-
ском виде, что позволяет производить с этим решением соответст-
вующие математические операции без заметной потери точности.  
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Показана возможность применения метода коллокаций при 
решении краевых задач для уравнений эллиптического типа. Для 
устранения плохой обусловленности системы уравнений, к которой 
приводится численное решение, корректируется расположение точек 
коллокации, производя случайным образом их небольшое смещение. 
Приводятся результаты решения двумерной и трехмерной тестовых 
задач, подтверждающих эффективность предложенной методики 

 
Ключевые слова: уравнения эллиптического типа, краевая за-

дача, метод коллокаций, число обусловленности, метод точечных ис-
точников 
 
Численное решение трехмерных краевых задач для уравнений 

эллиптического типа может оказаться трудно разрешимой проб-
лемой, даже если искомый потенциал является достаточно гладким. 
Определенные трудности могут возникнуть, если исходное уравне-
ние не относится к стандартному типу уравнений математической 
физики, или если граничные условия содержат производные по нор-
мали. В этих случаях численное решение краевой задачи с помощью 
метода конечных элементов (МКЭ) или метода конечных разностей 
(МКР) [1] может обладать слишком медленной сходимостью и не 
обеспечивать необходимую точность результата. В этих случаях 
можно попытаться решить краевую задачу с помощью метода кол-
локаций [2-3].  

Пусть в области Ω с границей ∂Ω решается краевая задача для 
уравнения 

     rrr fUL  , r         (1) 
с условиями на границе ∂Ω 

     rrr gU  , r ,        (2) 
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где L ,  r  – линейные операторы в области Ω и на границе ∂Ω; 
 rf  и  rg  – заданные функции в области Ω и на границе ∂Ω. Пусть 

задана система линейно независимых функций   ri , обладающих в  
области Ω свойством полноты. Представим решение задачи (1), (2) в 

виде ряда    





0i
iiCU rr . Так как нахождение бесконечного числа 

коэффициентов разложения iC  практически невозможно, то будем 
искать приближенное решение задачи (1), (2) в виде конечной суммы 

   





1

0

N

i
iiN cU rr .     (3) 

Располагаем в области Ω и на границе ∂Ω соответственно Nv и 
NG узловых точек, точек коллокации. Общее число точек коллокации 
N = Nv + NG должно соответствовать числу коэффициентов в разло-
жении (3). Координаты точек коллокации в области Ω обозначим 

vk Nk 1,r , а на границе ∂Ω   NNk vk  1,r . Для нахождения ко-
эффициентов разложения ci подставляем (3) в уравнение (1) и гра-
ничное условие (2) и требуем их точного выполнения в точках кол-
локации. В результате получается система линейных алгебраических 
уравнений 

      vk

N

i
kiki NkfLc 




1,

1

0
rrr  ,  (4) 

        NNkgc vk

N

i
kiki 




1,

1

0
rrr .  (5) 

Основная проблема, возникающая при нахождении прибли-
женного решения (3) связана с возможностью плохой обусловленно-
сти системы (4)-(5). Например, в [4] показано, что при интерполиро-
вании функции от двух переменных полиномами степени n опреде-
литель системы обращается в ноль, если узлы коллокации лежат на 
одной кривой порядка n. Аналогичный результат имеет место и для 
функций от трех переменных. Поэтому при регулярном, например, 
при равномерном расположении точек коллокации, избежать плохой 
обусловленности обычно не удается. Однако, если производить кор-
ректировку в расположении точек коллокации, производя случай-
ным образом их небольшое смещение, то проблема, связанная с пло-
хой обусловленностью системы (4)-(5), может быть устранена.   
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Ниже приведены результаты решения двумерной и трехмер-
ной краевой задачи с помощью метода коллокации. 

В области Ω, представляющей собой квадрат со стороной l = 2, 
центр которого совмещен с началом координат, решалось уравнение 

           rrrrr fUyx
y

U
x

UU 








 2 , r   (6) 

с условиями на границе ∂Ω 

     r
n
rr gUU 




 , r .   (7) 

Функции  rf  и  rg  в соотношениях (6), (7) подбирались та-
ким образом, чтобы они соответствовали точному решению краевой 
задачи (6)-(7) в виде: 

     22sin2, yxyyxUU r . 
Задавая в области Ω шаг по координате X равным h, x-коор-

динаты точек коллокации вычисляем с помощью соотношений 
    vk Nkhrndhklx  1,5,005,012/ , 

где rnd- случайные числа из диапазона 10  . Аналогичным образом 
задаются y- координаты и координаты узлов коллокации на границе 
∂Ω, а также узлы коллокации при решении трехмерной краевой за-
дачи (см. ниже). Приближенное решение краевой задачи (4)-(5) ис-
калось в виде полинома от двух переменных x, y, степени которого 
определялась полным числом точек коллокации N. 

На рисунке представлена зависимость максимальной относи-
тельной погрешности от  полного числа точек коллокации N= Nn 
(жирная сплошная линия). Видно, что с ростом числа N от началь-
ного значения N= 120 до  значения N= 450 погрешность решения 
уменьшается более чем на четыре порядка, от εmax=7,8∙10–3 до 
εmax=1,4∙10–8.  При дальнейшем увеличении числа точек коллокации 
наблюдается слабый рост погрешности до значения εmax=4,5∙10–6 при  
N = 1100. Этот рост, видимо, связан с увеличением числа обуслов-
ленности, которое при N= 1100 имеет значение С = 2,5∙1022. 

В области Ω, представляющей собой куб с ребром l = 2, реша-
лась также трехмерная задачи Дирихле для уравнения 

             rrrrrr fUzyx
z

U
y

Ux
x

UeU y 












 3233 32 , r . (8) 
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Функция  rf  в правой части уравнения (8) подбиралась таким 
образом, чтобы она соответствовала точному решению задачи Ди-
рихле для уравнения (8) в виде: 

    22 sin,, yyzxzyxUU r . 
Из рисунка видно, что погрешность численного решения трех-

мерной задачи убывает с ростом числа N по закону, близкому к экс-
поненциальному, достигая при N = 1100 значения εmax=2,4∙10–9. При 
этом число обусловленности имеет значение С = 3,5∙1011, что значи-
тельно меньше, чем при решении двумерной задачи. 

 

1,0E-09

1,0E-06

1,0E-03

1,0E+00

0 250 500 750 1000 1250
 

Зависимость максимальной относительной погрешности от ко-
личества точек коллокации для двумерной и трехмерной краевой 
задачи 

 
Полученные результаты подтверждают возможность исполь-

зования метода коллокации при решении не только двумерных, но и 
трехмерных краевых задач. По своим возможностям метод коллока-
ци, по видимому, близок к методу точечных источников поля (МТИ) 
[5-7]. Так же как и в МТИ решение с помощью метода коллокации 
(3) получается в аналитическом виде. Поэтому полученное решение 
можно без потери точности дифференцировать, производить с ним 
другие математические операции. Этим метод коллокации выгодно 
отличается от МКЭ и МКР. 
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 The aim of this work is to show the possibility of using the collocation 
method for solving boundary value problems for elliptic type equations. To 
eliminate the poor conditionality of the linear algebraic equations system, for 
which the numerical solution of the original problem is considered, the location 
of the collocation points is corrected by randomly generating a small 
displacement. The results of the solving two-dimensional and three-dimensional 
test problems, confirming the effectiveness of the proposed methodology are 
presented 
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