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В настоящей работе в среде Sentaurus TCAD проводится моделирование раз-
личных структур LDMOS-транзисторов, отличающихся конструкцией полевого элек-
трода и структурой дрейфовой LDD-области стока: LDD-области с положительным и 
отрицательным градиентом легирующей примеси. Конструкция LDMOS-транзистора 
с LDD-областью с отрицательным градиентом примеси характеризуется меньшим со-
противлением, но большей выходной емкостью. 
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В настоящее время одной из наиболее востребованных технологий на 
рынке мощной СВЧ ЭКБ является LDMOS-технология. LDMOS-транзисторы 
находят применение в производстве большого разнообразия мощных СВЧ-
устройств для различных применений, включая: базовые станции, передача 
сигналов FM, УКВ, УВЧ, медицинское оборудование, РЛС и т.д. [1]. Характер-
ной особенностью современных мощных СВЧ LDMOS-транзисторов является 
наличие дрейфовой LDD-области стока, позволяющей прибору работать при 
высоком напряжении питания. Помимо напряжения пробоя Uпроб сток-исток, 
LDD-область также оказывает влияние на такие параметры, как сопротивление 
сток-исток в открытом состоянии Rси и межэлектродные емкости: входную Cg, 
проходную Cgd и выходную Cd. 

В настоящий момент широко известен способ создания LDD-области ме-
тодом многократной последовательной ионной имплантации, позволяющий по-
лучить неравномерно легированный профиль залегания примеси с положитель-
ным градиентом концентрации [2], при котором участок с большей концентра-
цией примеси располагается вблизи n+-стока. Подобная структура LDD-области 
в зависимости от параметров и режимов технологических процессов позволяет 
достичь улучшения тех или иных электропараметров прибора. Частным случа-
ем формирования LDD-области с неравномерным распределением примеси яв-
ляется двойная LDD-область, создаваемая в два этапа. На первом этапе прово-
дится ионная имплантация в кремниевую подложку на протяжении всей длины 
LDD-области с дозой DLDD опт и энергией легирования, соответствующих дос-
тижению максимального уровня Uпроб равномерно легированной LDD-области. 



4 

На втором этапе дополнительно легируется участок LDD-области, примыкаю-
щий к n+-стоку. 

В работе [3] описан альтернативный вариант создания стоковой двойной 
LDD-области, при котором HDD-участок с бóльшей концентрацией примеси  
прилегает к затвору, т.е. формируется стоковая  LDD-область с отрицательным 
градиентом концентрации. С целью выявления преимуществ, которые может 
дать рассматриваемая структура, в САПР Sentaurus TCAD на основе базовой 
технологии АО «НИИЭТ» была построена модель LDMOS-транзистора. Ис-
пользуя эту модель, был проведен расчет ряда структур, отличающихся конст-
рукцией полевого электрода ПЭ и технологией создания LDD-области. 

В настоящий момент существует несколько конструкцией ПЭ: ПЭ, вы-
полненный в первом слое металла, ПЭ в виде ступеньки вблизи затвора, назы-
ваемый платой Фарадея, а также много слойные ПЭ, допускающие в том числе 
комбинацию двух предыдущих конструкций. В первом случае (рис. 1) введение 
HDD-области с высоким уровнем легирования даже при незначительной дозе 
имплантации DLDD приводит к существенному падения пробивного напряжения 
Uпроб (табл. 1), так что такая структура не имеет перспектив. 

 

 
 

Рис. 1. LDMOS-структура с платой Фарадея в слое первого металла 
 

Таблица 1 
DLDD,  ион/см2 DHDD,  ион/см2 Rси, Ом Uпроб, В 

21012 

0 3,95 115 
1,0Е11 3,94 115 
3,0Е11 3,91 93 
5,0Е11 3,89 65 
7,0Е11 3,88 43 
9,0Е11 3,85 31 
1,1Е11 3,84 27 
1,3Е11 3,83 25 

 

HDD 

ПЭ – плата Фарадея 
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Ступенчатый ПЭ (рис. 2) располагается ближе к LDD-области и потому 
имеет большее полевое воздействие на нее. Как следствие, дополнительная доза 
DHDD легирования HDD-участка может приближаться и даже превышать дозу, 
соответствующую максимальному значению  Uпроб  при равномерно легирован-
ной LDD-области, не приводя при этом к падению значения Uпроб (табл. 2). 

 

 
 

Рис. 2. LDMOS-структура с ПЭ в форме ступеньки вблизи затвора 
 

Таблица 2 
 

LHDD, мкм DHDD, ион/см2 Rси, Ом Uпроб, В Cвых, пФ Cпрох, пФ Cвх, пФ 

0,7 

1,0E+11 5,01 116,90 1,63 0,045 3,30 
5,0E+11 4,92 117,10 1,63 0,046 3,26 
9,0E+11 4,86 117,10 1,63 0,046 3,23 
1,3E+12 4,82 117,30 1,63 0,047 3,20 
1,7E+12 4,79 117,40 1,64 0,048 3,16 
2,1E+12 4,77 117,52 1,64 0,049 3,13 
2,5E+12 4,76 94,74 1,64 0,050 3,09 
2,9E+12 4,74 59,92 1,64 0,051 3,08 

1 

1,0E+11 4,98 117,00 1,63 0,045 3,30 
5,0E+11 4,86 117,20 1,63 0,046 3,26 
9,0E+11 4,78 117,50 1,64 0,047 3,22 
1,1E+12 4,76 117,50 1,64 0,047 3,20 
1,7E+12 4,69 117,90 1,65 0,050 3,14 
1,8E+12 4,68 117,91 1,66 0,050 3,13 
1,9E+12 4,67 112,90 1,67 0,051 3,12 
2,1E+12 4,66 101,60 1,68 0,052 3,11 

1,2 

5,0E+11 4,83 116,71 1,64 0,046 3,25 
7,0E+11 4,78 112,34 1,64 0,047 3,22 
9,0E+11 4,73 114,89 1,64 0,047 3,22 
1,1E+12 4,70 112,76 1,65 0,048 3,19 

HDD 
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Однако при длине HDD-области, превышающей длину ПЭ больше чем на 
0,4 мкм, даже малая доза легирования вызывает резкое падение напряжения 
пробоя. По сравнению с равномерно легированной LDD-областью двойная 
LDD-область с отрицательным градиентом концентрации позволяет снизить 
сопротивление сток-исток приблизительно на 7% без потери в емкостях и про-
бивном напряжении. Как показали расчеты, уменьшение основной дозы леги-
рования LDD-области ниже DLDDопт позволяет увеличить дополнительную дозу , 
при которой еще не происходит падения Uпроб, но общий уровень сопротивле-
ния такой структуры оказывается выше. 

Существенным недостатком конструкции с ПЭ в форме ступеньки явля-
ется ее неприменимость для мощных СВЧ LDMOS-транзисторов, рассчитан-
ных на высокое напряжение питания, так как такие приборы характеризуются 
большей протяженностью LDD-области, а ступенчатые ПЭ существенно огра-
ничены по длине. В результате ПЭ оказывает воздействие лишь на незначи-
тельную часть LDD-области, следствием чего является значительное снижение 
оптимальной дозы легирования DLDD опт и, соответственно, увеличение сопро-
тивления сток-исток в открытом состоянии Rси (табл. 3). 

Таблица 3 
 

ПЭ DLDD, 
ион/см2 

Rси, 
Ом 

Uпроб, 
В 

Cвых, 
пФ 

Cпрох, 
пФ 

Cвх, 
пФ 

в 1-м металле 2,1E+12 3,85 116,99 2,14 0,037 2,93 
ступенчатый 1,4E+12 5,04 116,80 1,63 0,044 3,31 

 
Наиболее эффективной является конструкция многослойного ПЭ, где 

первый слой (либо слои) формируется в виде ступеньки над краем затвора, а 
последний формируется в слое первого металла (рис. 3). Значения электропа-
раметров LDMOS-структуры с двуслойным ПЭ и набором доз дополнительного 
легирования DHDD приведены в табл. 4. DLDD соответствует оптимальной дозе 
имплантации равномерно легированной LDD-области. 

Таблица 4 
 

DLDD, 
ион/см2 

DHDD, 
ион/см2 Rси, Ом Uпроб, В Cвых, пФ Cпрох, пФ Cвх, пФ 

2,2E+12 

0 3,80 126,33 2,12 0,020 3,25 
8,0E+11 3,68 126,73 2,13 0,023 3,18 
9,0E+11 3,68 126,76 2,14 0,023 3,18 
1,0E+12 3,68 121,63 2,16 0,023 3,17 
1,1E+12 3,66 116,02 2,17 0,024 3,16 
1,2E+12 3,66 102,84 2,18 0,024 3,16 
1,5E+12 3,65 73,04 2,21 0,026 3,14 
2,0E+12 3,62 38,47 2,22 0,032 3,11 
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Для выявления преимуществ и недостатков транзисторных структур с 
HDD-областью, обеспечивающей отрицательный градиент концентрации двой-
ной LDD-области, по сравнению с конструкцией со стандартной двойной LDD-
областью с положительным градиентом концентрации также был проведен рас-
чет электропараметров ряда LDMOS-структур с различными конфигурациями 
участка LDD2 (рис. 4). Полученные значения параметров приведены в табл. 5. 

 

 
 

Рис. 3. LDMOS-структура с двуслойным ПЭ 
 

 
 

Рис. 4. LDMOS-структура с двуслойным ПЭ и стандартной двойной  
LDD-областью 
 

Таблица 5 
 

DLDD, 
ион/см2 

LLDD2, 
мкм 

DLDD2, 
ион/см2 

Rси, 
Ом 

Uпроб, 
В 

Cвых, 
пФ 

Cпрох, 
пФ 

Cвх, 
пФ 

2,2E+12 

2 

8,0E+11 3,84 127,50 2,05 0,018 3,29 
9,0E+11 3,83 127,90 2,02 0,018 3,29 
1,0E+12 3,81 127,34 2,02 0,018 3,29 
1,1E+12 3,80 126,42 2,02 0,018 3,29 

3 

6,0E+11 3,78 129,20 2,06 0,018 3,29 
7,0E+11 3,75 128,35 2,06 0,019 3,29 
8,0E+11 3,74 126,01 2,06 0,019 3,29 
9,0E+11 3,71 123,55 2,06 0,019 3,29 

LDD2 LDD1 

HDD 
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В сравнении LDMOS-транзисторов с равномерно легированной LDD-
областью предложенная конструкция с двойной LDD-областью и отрицатель-
ным градиентом концентрации позволяет улучшить все рассматриваемые пара-
метры, либо при уменьшении общей длины LDD-области при равном Uпроб 
получить выигрыш в Rси и Cвых [4]. Анализ результатов моделирования 
LDMOS-структур со стоковой LDD-областью с отрицательным градиентом 
концентрации показывает, что стандартная двойная LDD-область обеспечивает 
более низкую выходную емкость (4-5%), но более высокое сопротивление 
(также 4-5%). Также эти две конструкции отличаются разным распределением 
напряженности электрического поля в LDD-области, что способно повлиять на 
надежность прибора, деградационные явления и т.д. 
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DEVICE-TECHNOLOGICAL MODELING OF LDMOS TRANSISTORS 

WITH NEGATIVE GRADIENT OF DOPANT IN LDD REGION 
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This article is devoted to modeling in software package Sentaurus TCAD of different 

LDMOS structures which differ in construction of field plate and structure of LDD region: LDD 
with positive and negative gradient of dopant. Construction with negative gradient of dopant in 
LDD characterize lower electrical resistance but higher output capacitance. 
 

Keywords: LDMOS power transistors, field plate of LDD region, Sentaurus TCAD. 
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УДК 621.039.8 

ПЛАНИРОВАНИЕ ПРОТОННОЙ ТЕРАПИИ ГЛАЗА  
НА ОСНОВЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 
М. А. Долгополов, С. Ю. Бабичева 

Воронежский государственный университет 
babicheva.s.u@yandex.ru 

Протонная терапия внутриглазных злокачественных новообразований техноло-
гически сложная процедура. В данной работе рассматривается улучшение качества 
дозно-анатомического планирования за счет уточненного описания модели структур 
глаза. 

Ключевые слова: модель глаза, протонная терапия, дозно-анатомическое пла-
нирование. 

Основной проблемой при проведении лучевой терапии является создание 
высокодозного поля в целевой области при максимальном щажении здоровых 
тканей. Именно точная доставка дозы, с последующей резкой остановкой час-
тиц, делает протонную терапию (по сравнению с фотонной) наиболее предпоч-
тительным вариантом лечения пациентов с онкологией мозга, сердца и глаз.  

Применение протонов при опухолях глаза было начато в 1977 г. в Гар-
вардском университете (США). В России проведением и усовершенствованием 
процесса протонной лучевой терапией внутриглазных опухолей занимается от-
деление медицинской физики Института теоретической и экспериментальной 
физики (ИТЭФ) [1]. 

Проведение протонной терапии имеет многоуровневую высокотехноло-
гичную структуру, а именно, получение топометрических данных, дозно - ана-
томическое планирование сеанса лечения, иммобилизация и позиционирование 
пациента, и сам процесс облучения [2]. Каждый из этих этапов в офтальмоло-
гии существенно отличается от аналогичных этапов лучевой терапии любых 
других органов человеческого тела ввиду особенностей структур глаза. 

Дозно-анатомическое планирование является отправным пунктом в орга-
низации сеанса терапии. На основании результатов  топометрических данных, 
система планирования рассчитывает дозное покрытие очага и параметры пучка 
заряженных частиц, необходимые для последующих этапов терапии. Качество 
облучения напрямую зависит от качества проведения планирования, а оно в 
свою очередь от точности математического описания анатомических структур 
глаза. Поэтому планирование протонной терапии глаза на основе моделирова-
ния является актуальным направлением деятельности. 

 
1. Особенности взаимодействие тяжелых заряженных частиц с веществом 

Протоны, проходя через вещество, взаимодействуют с электронами атом-
ных оболочек и ядром непосредственно. Собственно говоря, под взаимодейст-
вием понимают упругие и неупругие (возбуждение и ионизация)  столкновения, 
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в результате которых, заряженная частица теряет свою энергию. Отклонение 
протонов в поле ядра событие редкое и происходит, как правило, на малые уг-
лы, поэтому они мало влияют на торможение тяжелых частиц веществом и их 
траекторию. Неупругие столкновения протонов с атомами вещества вызывают 
ионизацию последних посредством взаимодействия с электронами атомных 
оболочек с передачей некоторой энергии. Если энергия, полученная электроном 
больше энергии связи, то атом ионизируется. При каждом таком взаимодейст-
вии протон теряет энергию малыми порциями и практически не меняет направ-
ления своего движения [3].  

Указанные потери энергии называют удельными  ионизационными поте-
рями и количественно выражают величиной Sион  =  (− dE/dx) , где dE − энер-
гия, теряемая частицей в слое вещества толщиной dE , которая зависит от энер-
гии протона и свойств облучаемого материала. Удельные ионизационные поте-
ри энергии для тяжелых заряженных частиц описываются формулой Бете-
Блоха, в случае, когда заряженная частица, пролетающая через вещество, имеет 
энергию большую, по сравнению с энергией связи электрона в атоме [4]:  

 

Sион =  ൬−
dЕ
dx

൰ =
4πzଶeସ

mୣvଶ Zn ቈln
2mୣvଶ

Iион(1 − βଶ)
− βଶ,                      (1) 

где mе – масса электрона (mес2 = 511 кэВ – энергия покоя электрона); с – ско-
рость света; v – скорость частицы; β = v/c ; Z – заряд атомов среды; n – плот-
ность числа атомов среды; z – заряд частицы; Iион  – средний ионизационный 
потенциал атомов вещества среды, через которую проходит частица. 

Для определённой среды с данным зарядом  Z величина dE/dx является 
функцией только её кинетической энергии E:  dE/dx = φ(Е).  Рассчитывая по-
терю энергии с определенным шагом и учитывая зависимость dE/dx = φ(Е), 
получим ряд значений энергий и соответствующие им величины пройденных 
частицей расстояний, просуммировав которые получают общее расстояние, 
пройденное в веществе заряженная частица до полной остановки. Удельные по-
тери энергии возрастают с уменьшением энергии частицы и особенно резко пе-
ред ее остановкой в веществе. Так образуется так называемый пик Брэгга. Тка-
ни, находящиеся за пиком практически не получают ионизационную дозу, что 
делает протонную терапию альтернативой применению фотонов.  

Помимо удельных (средних) ионизационных потерь при расчетах погло-
щенной дозы учитываются также их флуктуации, несколько уширяющие пик 
Брэгга. Будем учитывать, что пробег заряженных частиц в веществе носит ста-
тистический характер, то есть существует разброс значений относительно его 
среднего значения R. Найдем величину, которая характеризует такие отклоне-
ния (дисперсию) по формуле: 

σଶ(x) =  
m mୣ ൗ

32(πnZzଶrୣ 
ଶ )ଶ  න dE

[(1 + E)ଶ − 1]ଶ[(1 + E)ସ − 1]K(E)
(1 + E)Lион

ଷ (E)
 ,

బ

(୶)

       (2) 
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где mୣ  – масса электрона; Z – заряд атомов среды; n – плотность числа атомов 
среды, определяющаяся формулой  Nρ А⁄ ; rୣ  – классический радиус электро-
на, который равняется 2,8∙ 10ିଵଷ см; z – заряд частицы; m mୣ ൗ – соотношение 
массы протона к массе электрона, равное 1836; Е – энергия частицы в единицах 
mc, полученная ранее при интегрировании формулы Бете-Блоха; К(Е) – по-
правка на эффект связи электронов в атоме; Lион – ионизационный логарифм. 

В качестве примера по формуле Бете-Блоха реализован алгоритм нахож-
дения средних потерь энергии протонов в воде от их начальной энергии и по-
терь энергии при учете флуктуаций. Результаты расчетов представлены на 
рис. 1.  

 
Рис. 1. График сравнения средних потерь энергии протона и потерь  

с учетом флуктуаций 
 
Этот график отражает сравнение средних потерь энергии пика Брэгга для 

протонов с энергией 150 МэВ с учетом флуктуаций энергии (зеленая линия) и 
без (красная линия). Узкий пик Брэгга (1-2 мм) одновременно снижается по вы-
соте и расплывается по ширине (до 8 мм). При этом положение пика не смеща-
ется, а наиболее широкая его область имеет наибольшую начальную энергию, 
следовательно, наибольший пробег. Флуктуации нарастают по мере проникно-
вения вглубь вещества, что связано с аккумулированием потерь энергии прото-
на, и  вносят существенный вклад в распределение средних потерь энергии.  

Очевидно, что в протонной терапии можно управлять глубиной доставки 
дозы, варьируя начальную энергию протонов. Для изменения начальных энер-
гий протонов после ускорителя наиболее часто используются веерные фильтры, 
представляющие собой алюминиевые пластины различной толщины (рис. 2), 
после прохождения которых пучок теряет часть энергии и создает протяжен-
ный непрерывный набор пиков, образующих после сложения модифицирован-
ную кривую Брэгга с нужным дозным распределением. 
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Рис. 2. Схема поперечного сечения фильтра 

 
2. Протонная терапия в офтальмологии 

Протонная терапия в случае внутриглазных новообразований является 
основным эффективным методом лечения. К таким наиболее часто встречаю-
щимся внутриглазным  новообразованиям относится увеальная меланома – вы-
сокозлокачественная опухоль, представляющая для пациента не только угрозу 
потери зрения, но и жизни.  

Облучение внутриглазных опухолей имеет свою специфику. Помимо 
стандартных процедур диагностики, маркировка мишени, процедур усадки, по-
зиционирования и фантомных измерений особое внимание при лечении глаз 
уделяется характеристикам протонного пучка и дозно-анатомическому плани-
рованию. Размеры глаза его структур и целевой области конечны, следователь-
но, требуется подобрать такую энергию пучка, чтобы частицы останавливались 
в целевой области, которая должна полностью попадать в 80% изодозу. В оф-
тальмологии применяют энергии пучка от 80 до 120 Мэв, имеющие пробег в 
веществе около 35 мм [5]. 

В офтальмологии в системах планирования применяется «схематический 
глаз» по Гульстранду. Схематический глаз представляет собой центрированную 
оптическую систему, создаваемую гомогенными средами. Хотя схема глаза по 
Гульстранду построена приближенно, с ее помощью можно производить расче-
ты с точностью, вполне достаточной для практических целей.  

Оптическую систему глаза образуют роговица, влага передней камеры 
глаза, хрусталик и стекловидное тело, т. е. соответствующие им четыре среды. 
Заметим, что при рассмотрении предмета человек непроизвольно старается 
расположить глаз таким образом, чтобы достигалась наибольшая острота зре-
ния, и лучше всего различаются цвета. Самый центр сетчатки глаза, где фоку-
сируется пучок света – это макула или желтое пятно – и в особенности цен-
тральная ямка (или фовеа) являются наиболее чувствительными местами сет-
чатки (при дневном зрении). Линия, которая определяет направление наиболь-
шей светочувствительности и проходит через центры хрусталика и желтого 
пятна, называется зрительной осью. 
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Оптическая ось глаза (нормаль, идущая от роговицы через центр зрачка) 
не совпадает со зрительной линией (линия, соединяющая фиксируемую точку с 
центральной ямкой сетчатки). Между этими линиями имеется угол α, колеб-
лющийся в пределах ±7°. Это несовпадение влечет за собой неточности пози-
ционирования, распределения дозовой нагрузки, а, следовательно, и всего об-
лучения. Когда же дело касается схематического глаза, то зрительная и оптиче-
ская оси считаются совпадающими [6]. 

Глаз является очень сложным органом для дозно-анатомического плани-
рования. Трудности возникают уже на первом технологическом этапе подго-
товки к проведению сеанса – лучевой диагностике, главной задачей которой 
является получение точной информации о топографии внутренних структур 
глаза, плотности мишени и ее границах. 
  К диагностическим исследованиям относят рентгеновское и магниторезо-
нансное томографические обследования, а также введение томограмм и КТ сре-
зов в программу планирования облучения. Портальные рентгеновские снимки 
используются для позиционирования пациента – еще одного технологического 
этапа.  

Данные методы практически беспомощны перед структурами глаза, кото-
рые являются рентгенопрозрачными. Для обозначения границ опухоли хирур-
гически подшиваются танталовые (рентгеноконтрастные) маркеры, по топо-
графии которых, строится как можно более точная математическая модель 
структур глаза и их границ для дозно-анатомического планирования.  

Вторая проблема заключается в водоэквивалентности сред глаза. Плот-
ность для всех тканей глаза, кроме хрусталика и роговицы (склеры), составляет 
1,015 кг

мయ, для хрусталика — 1,067 кг
мయ,; для склеры — 1,071 кг

мయ [5].  
Следовательно, для наилучшего дозно-анатомического планирования не-

обходимо с высокой точностью описать структуры глаза (толщины, радиусы и 
т.д.) так как плотности сред хоть и близки по значению друг к другу, но потери 
энергии заряженных частиц в них различны  ቀ− ୢЕ

ୢ୶
ቁ  .ߩ   

 
3. Входные данные и алгоритм расчета поглощенной дозы 

Построение плоской модели глаза основано на параметрах «схематиче-
ского глаза» по Гульстранду. Выбраны и описаны ключевые структуры глаза: 
роговица, водянистая влага, хрусталик, стекловидное тело. 

Центром стандартной системы координат X, Y выбран центр глаза, лежа-
щий на оптической оси. Будем считать, что излучение проходит параллельно 
оптической оси, поэтому координаты источника отсчитываются от центра гла-
за. На оси X ниже центра глаза схематично представили целевую область в виде 
круга R = 0,4 мм,  с учетом 1 мм планируемого объема мишени (planned treat-
ment volume, PТV). Величины, использующиеся для описания модели глаза по 
Гульстранду, представлены в таблице, построенная модель на рис. 3. 
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Область Описание Значение, мм 

Центр глаза Координаты центра глаза Х, Y Х = Y = 0 
Глазное яблоко Радиус глаза R R = 12 
Лимб Диаметр лимба D D = 12,5 

Роговица Толщина роговицы H H = 5 
Хрусталик Толщина хрусталика H 

От передней поверхности до роговицы h 
Радиус передней поверхности R1 

Радиус задней поверхности R2 
Диаметр хрусталика D 

H = 3,6 
h = 3,6 
R1 = 10 
R2 = 6 
D = 9,5 

 

 
Рис. 3 Созданная модель глаза 

 
К сложным математическим расчетам можно отнести построение хруста-

лика представляющий собой тело, напоминающее двояковыпуклую линзу, пе-
редняя поверхность которой менее выпукла, чем задняя, а также процесс пере-
счета толщин всех сред при сдвиге источника (по оси X), которые проходят за-
ряженные частицы, поскольку облучение конформное.  

Отдельное внимание уделено описанию потерь энергии, которые различ-
ны на границах сред (воздух – роговица – водянистая влага – хрусталик –
стекловидное тело – опухоль). 
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4. Результаты и обсуждение 
В результате построения модели была получена зависимость, представ-

ленная на рис. 4. 

 
Рис. 4. График зависимости потерь энергии протонов от глубины 

Источник находился в 10 см от центра глаза. Потери энергии при прохо-
ждении протонами воздуха небольшие из-за малой плотности воздуха. Даль-
нейшие изменения средних потерь энергии на границах разделов сред довольно 
плавные, так как структуры водоэквивалентные. Серия линий, начинающая да-
вать пики Брэгга с точки 9,6 см соответствует передней границе опухоли. Серия 
линий, расположенная за 10 см соответствует задней границе опухоли. Источ-
ник смещали от центра вдоль оси Х опухоли с шагом 1 мм (вверх по опухоли, 
т.к. при смещении вниз значения будут теми же, поскольку опухоль описывает-
ся кругом) производился пересчет толщин всех сред, рассчитывалась точка ос-
тановки пучка (на передней и задней границе опухоли) и подбиралась необхо-
димая энергия. 

 
Рис. 5. Схема прохода пучков протонов через опухоль (графическое  

пояснение к рис. 4) 
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Линия №1 средним потерям энергии протонов на ближнем крае опухоли, 
установка расположена на оси, соответствующей ее центру. Линия №2 соответ-
ствует  средним потерям энергии при смещении на 1 мм вдоль оси Х положе-
ния установки, по отношению к исходному (т.е. ось пучка параллельна оси цен-
тра опухоли). При этом заметим, что пробег, соответствующий линии №1 
меньше пробега, соответствующего линии №2 из-за вида границы целевой об-
ласти, а также начальной энергии пучка. Так же необходимо подчеркнуть тот 
факт, что при изменении положения установки изменяются и толщины сред, 
через которые пройдет пучок, т.е. при каждом смещении требуется находить не 
только точку остановки пучка на границе опухоли, но и пересчитывать толщи-
ны всех затрагиваемых сред. Точно такие же пояснения применимы и к другим 
линиям серий.  

На основании полученных результатов можно  определять необходимый 
диапазон энергий протонов для точной доставки дозы в опухоль. 
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PLANNING PROTON THERAPY OF THE EYE BASED ON SIMULATION 
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Proton therapy of intraocular malignant neoplasms technologically complicated procedure. 
In this paper we consider improving the quality dose-anatomical treatment planning due to the re-
fined descriptions of the structures of the eye model. 
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Методом Монте-Карло проведено моделирование релаксации намагниченности 

в моделях аморфных сплавов системы Re-Tb, а также чистого аморфного тербия, по-
сле выключения внешнего магнитного поля. Установлено, что релаксация намагни-
ченности проходит в два этапа. На первом этапе наблюдается резкий спад намагни-
ченности, а на втором этапе – медленное убывание намагниченности по логарифми-
ческому закону. 

 
Ключевые слова: аморфные сплавы, тербий, спиновое стекло, метод Монте-

Карло, релаксация намагниченности. 
 

Аморфные сплавы (АС) рения с тяжелыми редкоземельными металлами 
(Tb, Gd, Dy, Ho, Er) при концентрациях магнитных атомов, превышающих по-
рог протекания, обладают свойствами спинового стекла [1]. Исследование ре-
лаксационных процессов в спиновых стеклах представляет значительный инте-
рес для понимания природы спинового стекла [2, 3]. 

Методом молекулярной динамики построены модели атомной структуры 
АС RexTb100–x (x = 20, 29, 49, 59 и 91 ат. %), а также чистого аморфного тербия, 
содержащие по 100 000 атомов в кубической ячейке с периодическими гранич-
ными условиями. Межатомное взаимодействие описывалось полиномиальным 
потенциалом [4].  

Методом Монте-Карло в рамках модели Гейзенберга исследовались маг-
нитные свойства построенных моделей. Для описания взаимодействия между 
магнитными моментами атомов тербия использован модельный гамильтониан 
[5]: 

   2

,

1
2

z
i j i i iij

i j i i

H J S S D n S h S       
   ,                          (1) 

где Jij – интеграл обменного взаимодействия между спинами с номерами i и j;  
D – константа случайной анизотропии; iS


 – гейзенберговский спин, находя-

щийся в i-м узле аморфной структуры; in  – единичный вектор, определяющий 
направление оси локальной анизотропии; 9,72 B   – эффективный магнит-
ный момент атома Tb; h –  напряженность внешнего магнитного поля. 

Зависимость интеграла обменного взаимодействия от межатомного рас-
стояния r задана в виде линейной функции: 
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                                          (2) 

где 0 19,26J   К – среднее значение обменного интеграла; r1 – положение пер-
вого пика на парциальной парной функции радиального распределения gTb-Tb(r); 
rmin – положение первого минимума функции gTb-Tb(r). 

Зависимость константы анизотропии от концентрации атомов тербия для 
АС Re-Tb была выбрана в виде: 

0 6,6 100D J x  ,                                                (3)  

где x – концентрация атомов Tb, ат. %. В модели чистого аморфного Tb кон-
станта анизотропии изменялась в широких пределах ( 0 0 20D J   ). 

Для чистого аморфного Tb расчет релаксации намагниченности прово-
дился при постоянной температуре 1T   К. Сразу включалось внешнее магнит-
ное поле напряженностью 1000 кЭ, направленное вдоль оси Оz, после чего сис-
тема выдерживалась в поле в течение 9–20 циклов по 103 МК-шагов/спин до 
выхода намагниченности на постоянное значение (от 0,999 при 0 0D J   до 
0,93 при 0 20D J  ). Затем поле выключалось, и исследовалась зависимость 
проекции намагниченности на ось Oz, нормированной на намагниченность на-
сыщения, от времени  M t .  

При всех исследованных значениях отношения 0 0D J   релаксация на-
магниченности проходит в два этапа. На первом этапе, протекающем непосред-
ственно после выключения магнитного поля, намагниченность резко (за 1–2 
цикла, состоящих из 103 МК-шагов/спин) уменьшается на некоторую величину 

ZM . При увеличении 0D J  величина скачка намагниченности монотонно уве-
личивается (рис. 1) и, возможно, выходит на постоянное значение ~0,4 при 

0D J  . Можно предположить, что на этом этапе происходит разориентация 
магнитных моментов атомов Tb от состояния, в котором спины ориентированы 
по направлению внешнего поля, к состоянию, в котором ориентация спинов 
определяется главным образом направлением осей локальной анизотропии. 

На втором этапе релаксации наблюдается очень медленный спад намаг-
ниченности с течением времени без признаков выхода на какое-либо равновес-
ное значение. На этом этапе происходят повороты магнитных моментов атомов 
Tb на небольшие углы, что обусловлено конкуренцией обменного взаимодейст-
вия и случайной анизотропии.  

Для проверки этого предположения были рассчитаны функции распреде-
ления  F   углов между направлениями магнитных моментов атомов Tb и на-
правлениями соответствующих им осей случайной анизотропии при 0 6,6D J   
и 1T   К в процессе релаксации намагниченности (рис. 2). 
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Рис. 1. Скачок намагниченности после выключения внешнего магнитного 

поля для модели аморфного Tb при 1T   К 
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Рис. 2. Функция распределения углов между направлениями спинов и 
направлениями осей случайной анизотропии для модели аморфного Tb при 

0 6,6D J   и 1T   К 
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В момент, непосредственно предшествующий выключению внешнего 
магнитного поля, функция  F   представляет собой практически равномерное 
распределение по углам от ~30 до ~150, так как в очень больших полях  
(H = 1000 кЭ) намагниченность полностью определяется величиной внешнего 
поля, а влияние случайной анизотропии пренебрежимо мало. Через один цикл, 
состоящий из 103 МК-шагов/спин, после выключения внешнего поля функция 
 F   претерпевает существенные изменения: на ней появляются два высоких 

максимума при 20    и 160    и широкий минимум при 70 110     . Это 
подтверждает предположение о том, что на первом этапе релаксации происхо-
дит переориентация спинов от направления, задаваемого внешним полем, к на-
правлениям, близким к направлениям осей случайной анизотропии. В дальней-
шем вид кривой  F   почти не меняется, лишь максимумы становятся немного 
выше. На рис. 2 также приведена функция  F  , рассчитанная через 18 циклов 
по 103 МК-шагов/спин после выключения внешнего поля. Следовательно, на 
втором этапе релаксации происходят повороты спинов на небольшие углы, что 
обусловлено конкуренцией обменного взаимодействия и случайной анизотро-
пии. 

На рис. 3 приведены зависимости проекции намагниченности на ось Oz от 
времени для модели аморфного Tb при различных значениях отношения 0D J . 
Из рис. 3 видно, что при 0 0D J   намагниченность с течением времени остает-
ся практически постоянной. При всех остальных значениях 0D J  зависимости 

 M t  являются монотонно убывающими. 
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Рис. 3. Зависимость намагниченности от времени после выключения 
внешнего магнитного поля для модели аморфного Tb при 1T   К 
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При всех значениях константы анизотропии зависимость  M t  хорошо 
аппроксимируется логарифмической функцией: 

  lnM t a b t   ,                                                (4) 

где a и b – подгоночные параметры. 
Экспериментально подтверждено, что именно такая логарифмическая ре-

лаксация намагниченности имеет место в реальных спиновых стеклах [2, 3, 6, 7]. 
При приложении магнитного поля к образцу, охлажденному до fT T  без поля, 
намагниченность сначала скачком (за микроскопические времена) увеличивает-
ся, а затем медленно растет, приближаясь к равновесному значению по закону, 
близкому к логарифмическому. Если образец охлажден в поле до fT T , то по-
сле выключения поля намагниченность сначала падает скачком, а затем мед-
ленно уменьшается, оставаясь конечной даже через время 105 с [3]. Эта особен-
ность свидетельствует о том, что в спиновых стеклах имеется широкий спектр 
времен релаксации, который простирается до макроскопических времен. Ми-
нимумы энергии, соответствующие различным наборам ориентаций спинов, 
отделены друг от друга макроскопически высокими барьерами, и поэтому ре-
лаксация происходит за макроскопически большие времена. 

Для модели аморфного Tb при 0 6,6D J   исследована релаксация намаг-
ниченности при различных температурах. На рис. 4 приведены проекции на-
магниченности на ось Oz от времени после выключения внешнего магнитного 
поля, рассчитанные при температурах от 10 до 70 К с шагом 10 К.  
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Рис. 4. Зависимость намагниченности от времени после выключения 
внешнего магнитного поля для модели аморфного Tb ( 0 6,6D J  ) при различных 
температурах 
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При температурах 10 50T    К, соответствующих спин-стекольному со-
стоянию, намагниченность уменьшается со временем очень медленно, по лога-
рифмическому закону (4). При температуре 60T   К, близкой к температуре 
спин-стекольного перехода Tf, намагниченность быстро уменьшается и флук-
туирует вокруг нулевого значения. При температурах 60T   К, соответствую-
щих парамагнитной фазе, намагниченность очень быстро спадает до нуля. 

Аналогичным образом была исследована релаксация намагниченности в 
моделях АС Re100–xTbx (x = 20, 29, 49, 59, 91 ат. %). На рис. 5 приведена величи-
на скачка намагниченности после выключения внешнего магнитного поля для 
АС Re-Tb при 1T   К в зависимости от концентрации атомов тербия. Эта зави-
симость хорошо аппроксимируется убывающей экспонентой.  
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Рис. 5. Скачок намагниченности после выключения поля для моделей АС 

Re-Tb при 1T   К 
 
На рис. 6 приведена зависимость намагниченности от времени после вы-

ключения внешнего магнитного поля для моделей АС Re-Tb при 1T   К. Для 
сплавов всех исследованных составов релаксация намагниченности также име-
ет логарифмический характер. 

Таким образом, в данной работе установлено, что в моделях аморфного 
тербия и АС системы Re-Tb в спин-стекольной фазе релаксация намагничен-
ности имеет двухстадийный характер. На первом этапе происходит резкий спад 
намагниченности на некоторую величину ZM , а на втором этапе – медленное 
уменьшение намагниченности по логарифмическому закону. Объяснение меха-
низма двухстадийной релаксации дается на основе модели случайной анизотро-
пии в АС Re-Tb. 
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Рис. 6. Зависимость намагниченности от времени после выключения 

внешнего магнитного поля для моделей АС Re-Tb при 1T   К 
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MONTE CARLO SIMULATION OF MAGNETIZATION RELAXATON  

IN AMORPHOUS ALLOYS OF RARE-EARTH METALS 
 

A. V. Bondarev, I. L. Bataronov, I. M. Pashueva 
 

Voronezh State Technical University 
 

Using the Monte Carlo method, we simulated the magnetization relaxation in the models of 
the Re-Tb amorphous alloys and of pure amorphous Tb after switching off the external magnetic 
field. We established that the magnetization relaxation goes in two stages. On the first stage the-
sharp drop of the magnetization is observed, and on the second stage the slow decreasing of the 
magnetization by the logarithmic law is observed. 

 
Keywords: amorphous alloys, terbium, spin glass, Monte Carlo method, magnetization 

relaxation. 
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Методом молекулярной динамики исследована атомная структура аморфных 
сплавов системы Re-Gd в широком интервале концентраций. Функции радиального 
распределения и параметры топологического ближнего порядка находятся в хорошем 
согласии с экспериментальными данными. Композиционный ближний порядок иссле-
довался с помощью парциальных функций радиального распределения. Установлено, 
что основные параметры топологического ближнего порядка ri/r1 и Z1 не зависят от 
состава сплава. 

 
Ключевые слова: аморфные сплавы, рений, гадолиний, параметры ближнего 

порядка, угловые корреляционные функции. 
 

Для исследования атомной структуры аморфных металлических сплавов 
(АС) широко используются методы компьютерного моделирования [1, 2]. Од-
нако до настоящего времени атомная структура аморфных сплавов тугоплавких 
переходных металлов с редкоземельными металлами остается малоизученной. 
В данных системах, полученных методом ионно-плазменного напыления, воз-
можно образование аморфного состояния в широком интервале концентраций. 

Методом молекулярной динамики были построены модели атомной 
структуры АС Re100–xGdx (12, 37, 61, 67, 93 ат. %), содержащие по 100 000 ато-
мов в кубической ячейке с периодическими граничными условиями. Для опи-
сания межатомного взаимодействия в исследуемой системе был использован 
сферически симметричный парный потенциал, имеющий вид полинома четвер-
той степени [3]: 

       4 3 2
1 2 3 при ,

0 при ,
k k k k

k

C r r C r r C r r r r
U r

r r

          


              (1) 

где rk – радиус обрезания потенциала, C1, C2, C3 – коэффициенты. 
Значение rk было выбрано приблизительно равным расстоянию до перво-

го минимума парной ФРР g(r). Для расчета коэффициентов C1, C2 и C3 исполь-
зовались значения для равновесного межатомного расстояния, энергии атоми-
зации, атомного объёма и модуля объёмного сжатия. Параметры потенциала, 
рассчитанные для атомных пар Re-Re, Re-Gd и Gd-Gd, приведены в табл. 1. 

Для численного интегрирования уравнений движения применялся алго-
ритм Верле в скоростной форме [4]. Шаг интегрирования по времени составлял 
210–15 c. Моделирование проводилось при постоянной температуре  T = 300 K.  
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Таблица 1 
Параметры полиномиального потенциала для АС Re-Gd 

Атомные 
пары С1, 103 эВ/нм4 С2, 103 эВ/нм3 С3, 102 эВ/нм2 rk, 10–1 нм 

Re-Re –6,4188 –3,9867 –4,5543 3,699 

Re-Gd –0,8191 –1,6072 –2,4660 4,266 

Gd-Gd –1,8013 –0,0226 –0,6971 4,833 
 

Парная функция радиального распределения g(r), рассчитанная для мо-
дели АС Re88Gd12, приведена на рис. 1 в сравнении с функцией g(r), рассчитан-
ной по данным рентгенодифракционного эксперимента [5]. Для других соста-
вов функции g(r) имеют аналогичный вид. Экспериментальные и модельные 
функции радиального распределения хорошо совпадают. Таким образом, по-
строенные модели адекватно воспроизводят атомную структуру исследуемых 
АС. 
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Рис. 1. Парная функция распределения атомов АС Re88Gd12 

 
Значения параметров топологического ближнего порядка атомной струк-

туры АС Re100–xGdx, определенных по функциям радиального распределения, 
приведены в табл. 2. Здесь 1 2 3, ,r r r  – радиусы координационных сфер, (r1) – 
среднеквадратическое отклонение положений атомов в первой координацион-
ной сфере, Z1 – координационное число первой сферы. Из табл. 2 видно, что 
модельные параметры топологического ближнего порядка с хорошей точно-
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стью совпадают с экспериментальными. Результаты моделирования подтвер-
ждают сделанный на основе данных рентгенодифракционного эксперимента 
вывод о независимости топологического ближнего порядка от состава сплава: 
относительные радиусы координационных сфер ri/r1 и координационное число 
первой сферы Z1 не изменяются во всем диапазоне составов исследуемых спла-
вов. Наблюдается увеличение среднеквадратичного отклонения положений 
атомов в первой координационной сфере (r1) для составов с концентрацией 
атомов Gd, близкой к 50 ат. %, свидетельствующее об увеличении статистичес-
кого разброса в положениях атомов. 

 
Таблица 2 

Параметры топологического ближнего порядка АС Re100-xGdx  

x, ат. % Gd r1, 10–1 нм r2/r1 r3/r1 r4/r1 (r1), 10–1 нм Z1 

12, эксперимент 2,74 1,66 1,92 2,57 0,14 13,1 

12, модель 2,76 1,60 1,84 2,52 0,13 13,1 

37, эксперимент 2,88 1,63 1,88 2,52 0,25 12,9 

37, модель 2,85 1,66 1,94 2,48 0,24 13,2 

61, эксперимент 3,16 1,62 1,85 2,60 0,26 13,0 

61, модель 3,12 1,66 1,93 2,48 0,23 12,9 

67, эксперимент 3,28 1,61 1,81 2,60 0,21 13,1 

67, модель 2,16 1,66 1,95 2,49 0,24 13,3 

93, эксперимент 3,54 1,62 1,90 2,59 0,16 13,2 

93, модель 3,40 1,65 1,93 2,48 0,14 13,2 
 
Таким образом, установлено, что основные параметры топологического 

ближнего порядка: ri/r1 и Z1 для АС системы Re-Gd не зависят от состава сплава. 
Для всех исследованных составов были рассчитаны распределения коор-

динационных чисел. На рис. 2 приведены распределения координационных чи-
сел для моделей АС Re100–xGdx (x = 12, 61 и 93 ат. %). Для всех составов, кроме 
x = 93 ат. % Gd, максимум распределения приходится на 1 12Z  , для АС 
Re7Gd93 максимум приходится на 1 13Z  .  

Построены угловые корреляционные функции (УКФ) g() для атомов, 
являющихся геометрическими соседями, т.е. имеющих общую грань много-
гранника Вороного. На рис. 3 приведены общие УКФ для моделей АС  
Re100–xGdx (x = 12, 61 и 93 ат. %). Первый максимум УКФ, приходящийся на 
угол около 60, может быть образован правильными треугольниками, обра-
зующими грани тетраэдров. Второй максимум приходится на угол 105–109, 
 



27 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

 

 Re88Gd12

 Re39Gd61

 Re7Gd93
n Z/N

Z1  
Рис. 2. Распределение координационных чисел Z1 для моделей АС  

Re100–xGdx (x = 12, 61 и 93 ат. %): N – общее число атомов; nZ – число атомов с 
координационным числом Z1 
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 Рис. 3. Общие угловые корреляционные функции моделей АС Re-Gd 
 
что близко к углу 110 между ребрами тетраэдров, имеющих общую грань. 
Третий небольшой по высоте пик приходится на угол около 150, возможно, 
являющийся комбинацией углов 60 и 90. Таким образом, в структуре АС сис-
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темы Re-Gd преобладает политетраэдрический ближний порядок. На рис. 4 
приведены парциальные УКФ, построенные вокруг атомов Re, на рис. 5 – во-
круг атомов Gd. Общие УКФ практически не изменяются с изменением состава 
сплава. На парциальных УКФ положения максимумов систематически сдвига-
ются в сторону бóльших углов при увеличении концентрации атомов Gd. 
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Рис. 4. Парциальные угловые корреляционные функции моделей АС     
Re-Gd, построенные вокруг атомов Re 

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5
 

 Re88Gd12

 Re39Gd61

 Re7Gd93

g(


)

, град.
 

Рис. 5. Парциальные угловые корреляционные функции моделей АС     
Re-Gd, построенные вокруг атомов Gd 
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Отсутствие изменений общих УКФ и значений Z1 при изменении состава 
сплава свидетельствует о существовании локальных корреляций в расположе-
нии атомов, стабильных по отношению к такому изменению. Такими локаль-
ными структурными единицами могут служить координационные многогран-
ники соответствующих кристаллических соединений [6, 7]. В системе Re-Gd 
такими соединениями являются сложноупакованные тетраэдрические кристал-
лические структуры – фазы Лавеса, координационные многогранники которых 
(многогранники Франка–Каспера) характеризуются большими значениями ко-
ординационных чисел: 12, 14, 15 и 16. Наличие в структуре значительной доли 
атомов с координационным числом Z1 = 13 свидетельствует о существовании в 
структуре значительной доли таких локальных атомных конфигураций, кото-
рые можно свести к набору искаженных многогранников Франка–Каспера с 
Z1 = 15 и Z1 = 16, лишившихся соответственно двух и трех атомов. 

Структура композиционного ближнего порядка АС Re-Gd изучалась с по-
мощью парциальных парных функций радиального распределения Re Re ( )g r , 

Re-Gd ( )g r  и Gd-Gd ( )g r . Положения первых пиков функций Re Re ( )g r  и Gd-Gd ( )g r  со-
гласуются с атомными радиусами этих элементов.  

Положения максимумов на функциях Re Re ( )g r  и Re Gd ( )g r  для атомных 
пар Re-Re и Re-Gd не изменяются с изменением состава сплава. Положения 
максимумов на функциях Gd-Gd ( )g r  также остаются постоянными почти для 
всех составов: r1 = 0,354–0,362 нм при x = 37–93 ат. % Gd, что близко к диамет-
ру атома гадолиния ( Gd 0,358d   нм). Лишь при x = 12 ат. % Gd имеет место за-
ниженное значение r1 = 0,346 нм. С увеличением концентрации атомов Gd пер-
вый пик функции Gd Gd ( )g r  становится более узким и высоким. Относительные 
радиусы координационных сфер ri /r1 для всех трех типов атомных пар не изме-
няются с изменением состава сплава. 

Парциальные координационные числа ZRe-Re, ZRe-Gd, ZGd-Re, и ZGd-Gd были 
рассчитаны как среднее число геометрических соседей определенного сорта. 

Параметры композиционного ближнего порядка, рассчитанные по парци-
альным функциям радиального распределения, приведены в табл. 3. 

Таблица 3 
Параметры композиционного ближнего порядка АС Re100–xGdx 

Сплавы Re88Gd12 Re63Gd37 Re39Gd61 Re33Gd67 Re33Gd93 
r1

Re-Re, 10-1 нм 2,77 2,76 2,76 2,75 2,76 
r1

Re-Gd, 10-1 нм 3,10 3,07 3,10 3,10 3,11 
r1

Gd-Gd, 10-1 нм 3,46 3,62 3,57 3,54 3,60 
(r1)Re-Re, 10-1 нм 0,113 0,109 0,104 0,103 0,106 
(r1)Re-Gd, 10-1 нм 0,132 0,127 0,122 0,115 0,118 
(r1)Gd-Gd, 10-1 нм 0,081 0,085 0,088 0,093 0,091 

Z1
Re-Re 11,6 7,6 4,3 3,6 0,7 

Z1
Re-Gd 1,9 5,4 8,1 8,7 11,1 

Z1
Gd-Re 14,2 9.1 5,2 4,3 0,8 

Z1
Gd-Gd 2,4 6,6 9,8 10,6 13,3 
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Из анализа приведенных выше результатов можно сделать вывод о том, 
что для атомных пар Re-Re и Re-Gd основные параметры композиционного 
ближнего порядка – радиус первой координационной сферы r1 и относительные 
радиусы координационных сфер 1ir r  – практически не зависят от состава  
сплава. 
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Using the molecular dynamics method, we studied the atomic structure of Re-Gd amorphous 

alloys in the wide range of concentrations. Radial distribution functions and parameters of the topo-
logical short-range order are in good agreement with the experimental data. The compositional 
short-range order was studied by partial radial distribution functions. It was established that the ba-
sic parameters of the topological short-range order ri/r1 and Z1 do not depend on the composition of 
the alloy. 
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Методом дифракции рентгеновских лучей исследована атомная структура 

аморфных сплавов системы Re100 – xGdx (x =12, 37, 61, 67, 93 ат. %). Рассчитаны струк-
турные факторы и радиальные функции распределения, определена концентрацион-
ная зависимость параметров топологического ближнего порядка: радиусов координа-
ционных сфер ri , координационного числа первой сферы Z1 и среднеквадратичного 
отклонения положений атомов в первой сфере (r1). Установлено, что основные 
параметры топологического ближнего порядка (Z1 и ri/r1) не зависят от состава сплава. 

 
Ключевые слова: аморфные сплавы, структурный фактор, функция радиально-

го распределения, параметры топологического ближнего порядка. 
 
Исследование атомной структуры аморфных металлических сплавов яв-

ляется одной из важнейших задач физики аморфного состояния, необходимой 
как для построения теорий структуры некристаллических материалов, так и для 
понимания их уникальных физических свойств: электрических, магнитных, ме-
ханических. Однако в данной области исследований существует ряд серьезных 
проблем и нерешенных вопросов. В частности, недостаточно изучена зависи-
мость параметров ближнего порядка аморфных сплавов (АС) при изменении 
концентрации одного из компонентов в широком диапазоне [1]. 

Атомная структура аморфных сплавов Re100–xGdx (x =12, 37, 61, 67, 93 ат. %) 
исследовалась с помощью рентгеновского дифрактометра ДРОН-3.0. В качест-
ве источника излучения использовалась рентгеновская трубка с молибденовым 
анодом. Для монохроматизации излучения и уменьшения флюоресцентного 
фона использовался графитовый монохроматор, расположенный в дифрагиро-
ванном пучке. В качестве детектора рентгеновского излучения использовался 
сцинтилляционный счетчик. 

Съемку кривых интенсивности рассеянного рентгеновского излучения I(2) 
проводили в режиме “регистрация по точкам” с набором импульсов в каждой 
точке в течение 100 с. Интервал съемки составлял 5-80 (k=(0,77-11,37)10 нм–1). 
Шаг сканирования выбрали равным 0,2. От каждого образца было снято по 4 
дифрактограммы, которые затем были усреднены между собой, что позволило 
добиться относительной погрешности 1-2%. 

В измеренную интенсивность рассеянного рентгеновского излучения вно-
сили поправки на воздушный фон [2], поляризацию и поглощение [3]. Затем ин-
тенсивность нормировалась в электронные единицы [4], после чего рассчиты-
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вался структурный фактор S(k) с учетом интенсивности некогерентного рас-
сеяния и поправок на аномальную дисперсию атомного фактора рассеяния [4]. 

Для расчета функции радиального распределения использовался следу-
ющий алгоритм [5]: сначала экспериментальная функция S(k)–1 сглаживается 
путем разложения по набору базисных функций, представленных в форме вол-
новых пакетов, а затем производится Фурье-обращение сглаженного структур-
ного фактора. Применение этого метода значительно повышает точность вос-
становления профиля функции РФР и обеспечивает устойчивость к случайным 
ошибкам эксперимента. 

Измеренные кривые зависимостей интенсивности рассеянного рентгенов-
ского излучения от угла дифракции I(2) имеют вид, типичный для аморфных 
металлов: высокий первый пик, расщепленный второй пик с характерным пле-
чом в области больших углов и незначительный третий пик. С увеличением 
концентрации атомов гадолиния угловое положение пиков смещается в сторону 
меньших значений угла дифракции 2. 

Структурные факторы S(k), рассчитанные по измеренным кривым интен-
сивности I(2) для всех исследуемых сплавов, приведены на рис. 1. Изменение 
вида кривых S(k) подчиняется тем же закономерностям, что и кривых I(2). 
При увеличении концентрации атомов гадолиния положение пиков смещается в 
сторону меньших значений волнового вектора k. Высота первого пика струк-
турного фактора максимальна для крайних составов (12 и 93 ат. % Gd). 

По структурным факторам рассчитаны парные функции радиального рас-
пределения атомов     0g r r   (рис. 2) и полные ФРР    24W r r r  .  
С помощью функций g(r) и W(r) определены основные параметры топологиче-
ского ближнего порядка: радиусы координационных сфер r1, r2, r3 и r4, средне-
квадратичное отклонение атомных положений в первой координационной сфе-
ре (r1) и координационное число первой сферы Z1. 

Зависимости параметров топологического ближнего порядка от концен-
трации атомов гадолиния приведены на рис. 3–5. 

Радиус первой координационной сферы АС Re-Gd возрастает прямо про-
порционально концентрации атомов большего диаметра – гадолиния (рис. 3). 
Значения r1 для сплавов Re88Gd12 (0,279 нм) и Re7Gd93 (0,354 нм) близки к зна-
чениям атомных диаметров рения (dRe=0,274 нм) и гадолиния (dGd=0,358 нм) 
соответственно. 

Относительные радиусы координационных сфер ri/r1 не зависят от соста-
ва сплава во всем исследуемом интервале концентраций (рис. 4). Средние  зна-
чения 2 1r r =1,65, 3 1r r =1,92, 4 1r r =2,55 близки к известным из литературы зна-
чениям радиусов координационных сфер для большинства аморфных метал-
лических сплавов ( 2 1r r =1,66, 3 1r r =1,98, 4 1r r =2,53) [6]. 
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Рис. 1. Структурные факторы S(k) АС Re100–xGdx 
 
Увеличение среднеквадратичного отклонения атомов в первой сфере для 

сплавов, близких к середине концентрационного интервала (рис. 5), обус-
ловлено значительным отличием атомных диаметров компонентов 
(dGd/dRe=1,307).  

Координационное число первой сферы не зависит от состава сплава 
( 1Z =12,9) и совпадает с известными из литературы средними значениями коор-
динационного числа Z111-13 [6].  
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Рис. 2. Парные функции распределения g(r) АС Re100–xGdx 
 
Итак, можно сделать вывод о том, что в АС Re-Gd в широкой области 

концентраций основные параметры топологического ближнего порядка (Z1 и 
ri/r1) не зависят от состава сплава. Изменение значений r1 и (r1) обусловлено 
различием в атомных диаметрах рения и гадолиния. 

Тот факт, что значение координационного числа первой сферы Z1 для АС 
Re-Gd остается постоянным при изменении состава сплава, свидетельствует о 
наличии в структуре сплавов локальных структурных единиц, стабильных по 
отношению к таким изменениям. Есть основания предположить, что такими 
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Рис. 3. Зависимость радиуса первой координационной сферы АС        
Re100-xGdx от состава 
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Рис. 4. Зависимость относительных радиусов координационных сфер АС 

Re100-xGdx от состава 
 
структурными единицами могут служить координационные многогранники со-
ответствующих кристаллических соединений. В системе Re-Gd таким соеди-
нением является сложноупакованная политетраэдрическая фаза Лавеса GdRe2, 
относящаяся к семейству фаз Франка-Каспера. Ее координационные много-
гранники характеризуются большими значениями координационных чисел: 12, 
14, 15 и 16. Среднее значения координационного числа Z1 для данной системы 
близко к известному значению 1Z  = 13,2 для фаз Франка-Каспера. 
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X-RAY DIFFRACTION STUDY OF ATOMIC STRUCTURE  
OF AMORPHOUS ALLOYS OF THE Re-Gd SYSTEM 

 

A. V. Bondarev, V. V. Ozherelyev, I. L. Bataronov 
 

Voronezh State Technical University 
 
 Atomic structure of amorphous alloys of the Re100-xGdx (x=12, 37, 61, 67, 93 at. %) system 
is studied by X-ray diffraction method. We calculated the structure factors and the radial 
distribution functions and determined the concentration dependence of the topological short-range 
order parameters: the radii of coordination spheres ri, the coordination number of the first sphere Z1 
and the mean-square deviation of atomic positions in the first sphere (r1). We established that the 
basic parameters of the topological short-range order (Z1 and ri/r1) do not depend on the 
composition of the alloy. 
 

Keywords: amorphous alloys, structure factor, radial distribution function, parameters of 
topological short-range order. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО РАЗМЕЩЕНИЯ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АНАЛОГОВ ТОЧЕК ФЕРМА-ШТЕЙНЕРА 
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Для произвольного числа точек на плоскости и при дополнительных ограниче-

ниях пространственного характера с использованием различной метрики расстояния 
получены алгоритмы численного определения координат точки Ферма-Штейнера. 

 
Ключевые слова: модификации задачи о точках Ферма-Штейнера, оптимальное 

размещение объекта, компьютерное численное моделирование, расстояние в различ-
ных метриках. 

 
Для различных метрик и в условиях пространственных ограничений по-

лучены алгоритмы для численного определения координат точек Ферма-
Штейнера. Программы написаны на языке С++. Ниже на рисунке показано не-
совпадение точек при измерении расстояния в разных метриках. 

 

 
 

Возможность численного решения в метрике пространства 2l  гарантиро-
вана тем фактом, что решение задачи на плоскости всегда существует, и для 
эвклидовой нормы оно единственно. Простое, но элегантное «физическое» до-
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казательство есть в [1]. Для нормы 1l  также существует «механическое» обос-
нование существования решения (вообще говоря, не единственного), основан-
ное на теореме Вариньона из классической статики и некоторых свойствах вы-
пуклости целевых функций. Читатель может найти его в известной монографии 
М.Г. Крейна и А.А. Нудельмана [2]. Отметим, также, что в указанной моногра-
фии рассмотрена весовая задача, то есть грузы на концах веревочек  имеют раз-
личные  массы. В случае пространственных ограничений алгоритм усложняется 
введением проверки на принадлежность некоторой области на карте.  

 
Алгоритм численного решения задачи  

для произвольного числа точек 
 

Разобьём алгоритм на шаги: 
1) определим границы области поиска. Областью поиска будет прямо-

угольник, сторонами которого будут линии, проведённые вдоль координатных 
осей через минимальные и максимальные значения координат исходных точек. 
За временные минимумы и максимумы берутся координаты первой точки, за-
тем в цикле идёт поочерёдное сравнение с входными точками, если текущая 
точка лежит за границами области поиска, область расширяется до её коорди-
нат; 

2) разобьём область поиска на равномерную сетку 3х3. В результате по-
лучены 9 секторов и координаты их центров; 

3) для каждого из девяти полученных секторов вычисляется значение  
целевой функции. В зависимости от используемой метрики используется  

2 2
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для метрик L2, L1  и  Linf  соответственно; 
4) выбирается сектор с наименьшим значением целевой функции; 
5) глобальная область поиска сужается до сектора с наименьшим значе-

нием целевой функции; 
6) если границы области поиска отстоят друг от друга на значение, 

меньшее заданной погрешности, левый верхний угол области поиска принима-
ется за приближённое решение задачи. В противном случае идёт возврат на шаг 
2 для дальнейшего сужения области поиска. 

Возможность численного вычисления гарантирована тем фактом, что ре-
шение задачи всегда существует, и для числа точек n ≥ 4 имеется одна точка 
решения.  
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Точность приближённого нахождения координат растёт в геометрической 
прогрессии. В данном случае точность на шаге  j составляет  1

3
j
. 

Алгоритм можно останавливать на любом шаге, на котором выполняется 
неравенство 

 max min max minmax 3 ( ), 3 ( )j jx x y y       , 

где γ – заданная допустимая погрешность вычисления, заданная практическими 
соображениями. 
 

Некоторые особенности результатов вычисления. 
 

Для некоторых метрик, поддерживаемых алгоритмом, найдено несколько 
закономерностей в получаемых результатах: 

1) результат вычислений для Евклидовой метрики на множестве точек с 
одной или несколькими осями симметрии расположен на пересечении осей 
симметрии; 

2) результат вычислений для прямоугольной метрики может не являться 
единственным для множеств точек с одной или несколькими осями симметрии 
(значение целевой функции будет являться одинаковым для некоторого числа 
точек на отрезке). Если одна из осей симметрии множества точек расположена 
не параллельно одной из координатных осей, множество решений задачи ФТШ 
будет лежать на прямоугольном участке плоскости. В таких случаях алгоритм,  
достигая сектора, меньшего вышеописанного отрезка или участка плоскости, 
вернет результат вычислений в пределах этого отрезка или участка плоскости, 
координаты результата будут зависеть от ошибки округления ЭВМ, на которой 
выполняется алгоритм. 
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The algorithms of numeral determination of coordinates of Fermat-Steiner point are got for 

the arbitrary number of points on a plane at additional limitations of spatial character with the use of 
different birth-certificate of distance. 
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Рассмотрено математическое обеспечение, позволяющее учитывать элементы 

солнечной энергетики, при расчетах процессов в электрических сетях. Приведены 
данные о разработанной модели инвертора, преобразующего постоянный ток от сол-
нечной панели в переменный. 

 
Ключевые слова: электрические сети, моделирование процессов, постоянный и 

переменный ток, солнечная энергетика, инвертор. 
 

В России значительная часть территории обладает перспективным для 
освоения солнечным энергетическим потенциалом [1]. В связи с этим чрезвы-
чайно важными являются исследования, направленные на развитие и повыше-
ние эффективности фотоэлектрических систем (ФС). Практически все ФС мож-
но условно разделить на два типа: с накопителем электрической энергии и без 
него. Система с накопителем, как правило, не всегда является полностью авто-
номной, т.к. она может служить источником аварийного питания потребителей 
при параллельной работе с электрической сетью [2]. Функциональные схемы ФС 
состоят из: солнечных батарей; импульсных преобразователей постоянного на-
пряжения, объединенные контроллером заряда-разряда аккумуляторных батарей; 
аккумуляторных батарей – для аккумулирования и хранения электроэнергии; ав-
тономного инвертора напряжения – для преобразования постоянного тока в пе-
ременный [3, 4] (рис. 1). Наиболее сложным при моделировании процессов в 
электрических сетях с элементами ФС являются преобразовательные установки, 
в частности, инверторы (рис. 2). В связи с изложенным, становятся актуальными 
исследования в области моделирования процессов в солнечных элементах и ин-
верторах, являющихся важнейшей частью электрических сетей с ФС. 

 
Рис. 1. Структура фотоэлектрической системы 
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СОЛНЕЧНАЯ 
БАТАРЕЯ

I

А    В     С    N   
Рис. 2. Модель силовой части инвертора 

 
Модели инверторов, как правило, базируются на принятых моделях по-

лупроводниковых силовых элементов: тиристоров, диодов, транзисторов и т.п. 
В зависимости от решаемых задач модели элементов варьируются в очень ши-
роких пределах. Наиболее распространенными являются: «идеальные ключи»; 
резисторы, величины которых равны сопротивлениям элементов во включен-
ном и отключенном состоянии; вольтамперная характеристика элемента [5 - 8]. 

Формальное математическое описание моста (рис. 2), пригодное для реа-
лизации на ЭВМ, в котором вентили (бесконтактные коммутаторы) замещены 
«идеальными ключами», т.е. учитывается переменная структура графа схемы, 
приведено в [5]: алгебро-логические и в [8]: булевы функции. Рассмотрим мо-
дель инвертора при замещении вентилей резисторами (рис. 3). Функционирова-
ние инвертора в этом случае не приводит к изменению структуры графа схемы. 

Для формирования модели инвертора при замене бесконтактных комму-
таторов  резисторами дифференциальные уравнения реактивных элементов в 
системе необходимо представить в форме Коши [9]: 
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                                              (1) 

где i – количество реактивных элементов.  
Уравнения (1) интегрируются с помощью методов численного интегриро-

вания с контролем точности расчетов и автоматическим выбором шага (Рунге- 
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Рис. 3. Расчетная схема моста при замещении бесконтактных  

коммутаторов  резисторами 
 

Кутта 4 порядка, Хемминга, Адамса) [9]. В конце шага расчета индуктивности 
заменяются источниками тока, емкости ЭДС [10]. Коммутаторы представляют-
ся в виде резисторов с конечным сопротивлением, которое выбирается по 
вольтамперным характеристикам. На каждом шаге интегрирования уравнений 
(1) производиться расчет схемы постоянного тока с подстановкой соответст-
вующих значений интегрируемых величин сопротивлений резисторов, соответ-
ствующих предшествующему режиму. Для расчета схемы постоянного тока 
применяется метод узловых потенциалов в матричном виде [9]. Алгоритм рас-
чета, соответствующий описанным моделям, приведен на рис. 4. Реализация ал-
горитма произведена в среде Delpi.  

На рис. 5 приведен пример расчета тока в фазе инвертора (параметры це-
пей постоянного и фазы переменного тока: индуктивности 0.1 Гн; активные со-
противления 10 Ом), полученного с помощью описанного алгоритма. 

На основе описанных алгоритмов разработаны системы моделирования 
электротехнических устройств, позволяющих исследовать процессы, в том числе 
с ФС. К ним можно отнести, например, Multisim, MATLAB Simulink, 
PSCAD/EMTDC [11 - 13 и др.]. Системы MATLAB Simulink и PSCAD/EMTDC 
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Рис. 4. Алгоритм расчета инвертора с помощью метода переменных состояний 
 

 
Рис. 5. Пример расчета с помощью разработанной модели тока в фазе инвертора 
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позволяют в полной мере моделировать и исследовать процессы ФС, работаю-
щих в электроэнергетических системах и системах электроснабжения. Multisim 
ориентирована, в первую очередь, на детальные исследования процессов непо-
средственно в элементах силовой электроники ФС: например, инверторах, вы-
прямителях, импульсных преобразователях и т.п. На рис. 6 приведен пример 
моделируемой схемы и осциллограмма параметров режима управляемого 
ШИМ (рис. 7) инвертора в Multisim [11]. Показана высокая точность моделиро-
вания процессов в инверторах и других элементах солнечной энергетики в 
электрических сетях [11].  

 

   
Рис. 6. Принципиальная схема  

моделирования однофазного инвертора  
в Multisim 

Рис. 7. Осциллограмма тока и 
напряжения однофазного инвер-
тора в Multisim 

 
Рассмотренные методы моделирования элементов ФС позволяют с доста-

точно высокой точность получать процессы, пригодные для проектирования и 
учета солнечных батарей в составе малой распределенной генерации. При про-
ведении большого количества расчетов процессов с электрических сетях с эле-
ментами солнечной энергетики и малой распределенной генерации целесооб-
разно применять апробированные системы: MATLAB Simulink [13] и 
PSCAD/EMTDC. Для учебных целей может быть полезна NI Multisim [11] и 
также установки ИПЦ «Учебная техника» [14]. 

Рассмотрим математическую модель солнечного элемента, приведенную в 
[13]. На рис. 8 показана эквивалентная схема солнечного элемента, работающего 
на активную нагрузку. Возможность отбора максимума мощности от солнечной 
батареи можно оценить, рассмотрев токи, возникающие в результате внутренне-
го фотоэффекта. В результате облучения солнечного элемента излучением с 
длиной волны λ = 0.2 - 2 μm через его p-n переход протекает ток (рис. 8) [13] 

exp 1 ,s ф
qUI I I
kT

         
                                              (2) 

где Is – ток неосновных носителей (ток насыщения);  Isexp(qU/(kT)) – ток ос-
новных носителей; Iф – первичный фототок; q – заряд фототока по модулю;  
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U – прямое смещение перехода; T – темпера-
тура. 

Соотношение (2) описывает вольт-ампер-
ную характеристику (ВАХ) идеального сол-
нечного элемента, которое входит в состав мо-
делей ФС и экспериментально подтверждается 
на установке ИПЦ «Учебная техника» [14]. 
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The mathematical support, allowing to take into account the elements of solar energy in the 
calculation of processes in electrical networks, is considered. The data of the developed model of 
the inverter, which converts direct current from the solar panel into an alternating current, are given. 
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Рис. 8. Эквивалентная  
схема  солнечного  элемента 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННОЙ СТРУКТУРЫ  
КАРБИД-КРЕМНИЕВЫХ НАНОТРУБОК ТИПА "ZIGZAG" 

О. И. Дубровский, А. В. Павленко  
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dubrovskiy@phys.vsu.ru 

Методом линеаризованных присоединенных плоских волн с помощью про-
граммного пакета Wien2k проведен расчет зонной структуры карбид-кремниевых на-
нотрубок типа "zigzag" (n,0) для n = 3 – 9. Обнаружено, что трубки с n >3 обладают 
полупроводниковым типом зонной структуры с прямой запрещенной щелью. 

 
Ключевые слова: карбид кремния, нанотрубка, "zigzag", Wien2k, зонная 

структура. 

Объектами пристального внимания для исследователей, занимающихся 
поиском новых материалов с заданными механическими, термодинамическими 
и электронными свойствами, являются наноструктурированные материалы: на-
нокластеры, нанотрубки, нанопленки и т.п. Изучение особенностей их элек-
тронного строения представляет большой научный и практический интерес, так 
как позволяет объяснить наблюдаемые у них свойства [1-5]. Интерес к карбиду 
кремния (SiC) обусловлен его уникальными полупроводниковыми свойствами: 
высокой подвижностью носителей, широкой зоной проводимости с возможно-
стью ее изменения, высокой теплопроводностью, значительной радиационной и 
термической стабильностью. Это, безусловно, привлекает пристальное внима-
ние к исследованию наноструктур на основе этого соединения. 

В настоящей работе выполнен расчет электронно-энергетической струк-
туры ряда однослойных SiC нанотрубок типа "zigzag" (n,0) для n = 3 – 9. Для 
вычислений использовался программный пакет Wien2k, основанный на извест-
ном методе линеаризованных присоединенных плоских волн расчета зонной 
структуры [6]. Структура трубок аналогична углеродным, при этом атомы Si и 
C чередуются таким образом, что ближайшими соседями для атомов одного 
сорта являются атомы другого сорта. Поскольку метод ЛППВ, лежащий в осно-
ве используемого программного пакета, предназначен для расчета электронно-
го строения трехмерных периодических структур, исследуемая в работе струк-
тура представляла собой систему нанотрубок, периодически повторяющихся в 
двух направлениях, перпендикулярных оси трубки, и разделенных вакуумными 
промежутками. Тип такой структуры для исследуемых нанотрубок – гексаго-
нальный, при её задании использовано значение длины связи кремний-углерод, 
равное 1,8 Å [7], а размер вакуумной области между трубками соседних эле-
ментарных ячеек был выбран равным 6 Å, что позволяет исключить их взаимо-
действие и считать трубки изолированными.  
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Оказалось, что в трубке (3,0), обладающей самым маленьким диаметром, 
энергетические зоны пересекают уровень Ферми, и эта трубка должна обладать 
металлическим типом проводимости. Однако, уже для трубки (4,0) в зонной 
структуре появляется небольшая энергетическая щель, которая затем монотон-
но возрастает с ростом n. Таким образом, исследуемые в работе нанотрубки, 
начиная с n = 4, обладают полупроводниковым типом зонной структуры. На 
рис. 1 и 2 приведены зонные диаграммы для SiC нанотрубок (5,0) и (9,0), рас-
считанные для направления Г-А в двумерной зоне Бриллюэна, параллельного 
оси трубки. Видно, что и потолок валентной зоны, и дно зоны проводимости 
наблюдаются в точке Г, т.е. такие трубки являются прямозонными полупровод-
никами. Аналогичная ситуация имеет место и в остальных исследованных в ра-
боте полупроводниковых карбид-кремниевых нанотрубках.  

Величины полученных в настоящей работе запрещенных щелей приведе-
ны в таблице вместе с соответствующими значениями из имеющихся в литера-
туре работ. Наши результаты показывают, что ширина запрещенной зоны в SiC 
нанотрубках типа "zigzag" монотонно увеличивается с увеличением индекса 
хиральности n, стремясь в пределе к соответствующему значению для графено-
подобного слоя SiC (2.58 эВ [8]). Видно, что результаты нашей работы не со-
гласуются с результатами ЛПЦВ расчета [9], где величины запрещенных щелей 
очень малы, а трубки вплоть до n = 7 вообще имели металлический тип зонной 
структуры. Также занижены, на наш взгляд, соответствующие результаты рабо-
ты [8]. Величины же, приведенные в работе [10], напротив, заметно превышают 
наши значения и значение для двумерного слоя (так, для трубки (10,0), напри-
мер, в этой работе получена величина щели 3,04 эВ). 

Рис. 1. Зонная структура (5,0) 
нанотрубки SiC 

Рис. 2. Зонная структура (9,0) 
нанотрубки SiC 
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Ширина запрещенной зоны (в эВ) в (n,0) нанотрубках SiC (n = 3 - 9) 
Нанотрубка [8] [9] [10] Наст. расчет 

(3,0) 0 0 0 0 

(4,0) 0 0 0.62 0.132 

(5,0) 0.19 0 1.16 0.796 

(6,0) 0.70 0 1.81 1.356 

(7,0) - 0.39 2.38 1.929 
(8,0) 1.35 0.46 2.56 2.039 
(9,0) 1,53 0.62 2.81 2.294 

 

Литература 
1. Курганский С. И. Геометрическая структура и спектральные характеристики элек-

тронных состояний кремниевых наночастиц / С. И. Курганский, Н. А. Борщ // Физика и тех-
ника полупроводников. 2004. Т. 38. № 5. С. 580-584. 

2. Borshch N. Geometric structure, electron-energy spectrum, and growth of anionic scan-
dium-silicon clusters ScSin

- (n = 6 - 20) / S. Kurganskii, N. Borshch // Journal of Applied Physics. 
2014. Vol. 116. №12. P. 124302. 

3. Борщ Н. А. Электронная структура Zn-замещенных германиевых клатратов / Н. А. 
Борщ, Н. С. Переславцева, С. И. Курганский // Физика и техника полупроводников. 2009. Т. 
43. № 5. С. 590-594. 

4. Сысоев И. В. Электронная структура одностенных углеродных нанотрубок типа 
зигзаг / И. В. Сысоев, Н. С. Переславцева, О. И. Дубровский // Конденсированные среды и 
межфазные границы. 2014. Т. 16. № 3. С. 318–322. 

5. Лихачев Е. Р. Теоретическое исследование электронной структуры тонкой пленки 
диоксида олова / Е. Р. Лихачев, О. И. Дубровский, М. Д. Манякин // Физико-математическое 
моделирование систем: Материалы XV Международного семинара (г. Воронеж, 27 ноября 
2015 г.). Ч.2. – Воронеж, 2016. – С. 113-118. 

6. Blaha P. An Augmented Plane Wave + Local Orbitals. Programm for Calculating Crystal 
Properties revised edition WIEN2k 10.1 / P. Blaha, K. Schwarz, G. K. H. Madsen, D. Kvasnicka, J. 
Luitz // Vienna University of Technology, Austria. 2010. P. 235. 

7. Zhao M. Strain energy and electronic structures of silicon carbide nanotubes: Density 
functional calculations / M. Zhao, Y. Xia, F. Li, R. Q. Zhang, S.-T. Lee // Phys. Rev. B. 2005. Vol. 
71. P. 085312. 

8. Wu I. J. Optical properties of SiC nanotubes: An ab initio study / I. J. Wu, G. Y. Guo // 
Phys. Rev. B. 2007. Vol. 76. P. 035343.  

9. Larina E. V. Band Structure of Silicon Carbide Nanotubes / E. V. Larina, V. I. Chmyrev, V. 
M. Skorikov, P. N. D’yachkov, D. V. Makaev // Inorganic Materials. 2008. Vol. 44. № 8, P. 823-834. 

10. Baumeier B. Structural, elastic, and electronic properties of SiC, BN, and BeO nano-
tubes / B. Baumeier, P. Krüger, J. Pollmann // Phys. Rev. B. 2007. Vol. 76. P. 085407. 

 
MODELING OF THE ELECTRONIC STRUCTURE  
OF "ZIGZAG" SILICON CARBIDE NANOTUBES 

 

O. I. Dubrovskii, A. V. Pavlenko 
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Band structure of silicon carbide nanotubes of the "zigzag" type (n,0) has been theoretically 
investigated by the WIEN2k package in the network of the linearized augmented plane-wave 
method for n = 3 – 9. It has been found that tubes with n >3 have semiconducting type of band 
structure with direct band gap. 
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Проведен анализ устойчивости и адаптивности к структурным перестройкам на-
нокластерных фаз предплавления меди в различных режимах нагревания. С этой целью 
использован универсальный алгоритм самоорганизации структур в системах с управ-
ляемой обратной связью. С помощью функции самоподобия проведены расчеты меры 
устойчивости и показатель способности структуры к перестройке. Выявленное преоб-
ладание нелинейной обратной связи с индексом самоподобия m~4 свидетельствует о 
возникновении нелинейной обратной связи и образовании кластерных структур пере-
ходных процессов по репликативному механизму (с изменением структуры вещества). 

Ключевые слова: медь, предплавление, бифуркации, нанокластер, устойчивость, 
адаптивность. 

 

Переход системы в неравновесное состояние связан с нарушением устой-
чивости системы. Рассмотрение поведения вещества вблизи температуры плав-
ления с позиции физики неравновесных состояний выдвигает на первый план 
определение свойств материала в точках неустойчивости (или точках бифурка-
ции). Параметры, контролирующие точки перехода «устойчивость-неустойчи-
вость-устойчивость» в области фазового перехода несут информацию о дисси-
пативных свойствах системы [1, 2]. 

Целью настоящей работы является анализ устойчивости и адаптивности к 
структурным перестройкам нанокластерных фаз предплавления меди в различ-
ных кинетических режимах нагревания. 

С помощью наших исследований переходных состояний методом диффе-
ренциально-термического анализа (ДТА) выявлено, что независимо от типа хи-
мической связи при плавлении кристаллических веществ в динамических и ква-
зистатических режимах вблизи точки плавления возникают особые неравновес-
ные состояния, имеющие определенное время жизни и температурно-
временной интервал [3]. На основании системы термодинамических неравно-
весных параметров проведены расчеты кластерной структуры переходных фаз 
вблизи точки плавления меди [4]. 

Для количественного описания устойчивости нанокластеризованных фаз 
предплавления к структурным перестройкам нами использован универсальный 
алгоритм самоорганизации структур в системах с управляемой обратной свя-
зью, примененный Ивановой В. С. для конденсированных сред [1, 2]. Согласно 
[2] устойчивость системы контролируют критические значения управляющих 
параметров. Информационные свойства точек бифуркации связаны с изменени-
ем механизма действия обратных связей при переходе от положительных об-
ратных связей, обеспечивающих стабильную эволюцию системы, к отрица-
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тельным, контролирующим смену механизма адаптации структуры к внешнему 
воздействию. Переход от контролирующего влияния положительных обратных 
связей к отрицательным является неравновесным фазовым переходом. Динами-
ка развития диссипативной системы описывается следующим образом. Исход-
ная устойчивая структура в точке бифуркации достигает критического состоя-
ния, отвечающего порогу устойчивости структуры, начинает флуктуировать, 
что приводит к организации новой, более устойчивой пространственно-
временной структуры. А переход «устойчивость-неустойчивость-устойчивость» 
контролируется отрицательной обратной связью. 

Универсальным критерием устойчивости структуры является золотая 
пропорция [2, 5]. Обобщенный закон золотой пропорции представляется сле-
дующим уравнением [6]: 

1 1 0p pX X    .                                                 (1) 
Уравнение (1) задает бесконечное число пропорциональных делений це-

лого при p. Решение этого уравнения дает последовательность золотых  
p-пропорций – иерархический ряд значений положительных корней (1):  
dp: 1.618, 1.465, 1.380, 1.324, 1.285, 1.255, 1.232, 1.213 … и соответствующий 
ряд значений иррациональных чисел i = dp – 1: 0.618, 0.465, 0.380, 0.324, 0.285, 
0.255, 0.232, 0.213… 

Корни уравнения (1) i (или dp) являются мерой устойчивости симметрии 
системы, изменяющейся самоподобно при переходе от предыдущего значения 
i (или dp) к последующему. Для иерархического ряда иррациональных чисел 
функция самоподобия F может быть представлена в следующем виде [2]: 

1 m
iF   ,                                                        (2) 

где i – мера устойчивости системы; m – показатель обратной связи (или пока-
затель способности структуры к перестройке), связанный с оператором дейст-
вия в уравнении (1) соотношением m = 2p+1. Значение m = 1 отвечает линейной 
обратной связи, при которой реализуются мультипликативные свойства систе-
мы (без изменения структуры), а m  2 – нелинейной обратной связи, при кото-
рой реализуются репликативные свойства системы (с изменением структуры). 

Функция самоподобия F определяет меру адаптивности системы сохра-
нять устойчивость симметрии при внешнем воздействии и связывает точки 
структурной бифуркации следующим соотношением [2]: 

1/
1 ,m

m i i iA F                                                   (3) 
где Am – адаптивность системы к структурным перестройкам; i и i+1 – преды-
дущее и последующее критическое значение управляющего параметра при пе-
реходе от предыдущей Xi к последующей Xi+1 точке бифуркации.  

При i = const адаптивность изменяется в геометрической последователь-
ности m = 1, 2, 4, 8, 16, …, m*, где m* является пороговым показателем обрат-
ной связи. 

Соотношение (3) содержит меры устойчивости симметрии системы, де-
терминированные спектром чисел обобщенной золотой пропорции. Это позво-
ляет по критическим значениям управляющего параметра для предыдущей и 
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последующей точек бифуркации, отношение которых равно i
1/m, определить 

меру устойчивости системы i и показатель обратной связи m [2, 5]. 
Определим меру устойчивости нанокластеризованных фаз предплавления 

меди. В качестве управляющего параметра выберем частоту тепловых флуктуа-
ций предплавления f. Это объясняется следующим образом. В работах [7, 8] 
показано, что флуктуационным зависимостям типа 1/f

n
, каковыми являются в 

нашем случае тепловые флуктуации предплавления [9], можно поставить в со-
ответствие обладающую самоподобием числовую геометрическую последова-
тельность Фибоначчи или родственных им последовательностей. Кроме того, 
исследование флуктуационных переходных процессов при плавлении веществ с 
различным типом химической связи [9, 10] показывают иерархическую струк-
туру анализируемых сигналов, аналогично бифуркационным диаграммам, и 
выявляют взаимосвязь флуктуаций вблизи точки плавления с размерами нано-
кластерных структур. 

Следовательно, изменение F( f ) будет характеризовать изменение устой-
чивости нанокластерных фаз предплавления Cu в различных динамических ре-
жимах. В этом случае мера устойчивости кластерной структуры фазы пред- и 
постплавления представляется в виде [9, 10]: 

1/
1 ,m

i m i iF A f f                                                  (4) 
где fi и fi+1 – предыдущее и последующее значение характерной частоты теп-
ловых флуктуаций плавления Cu; m – показатель способности структуры к пе-
рестройке. Характерные частоты определяются с помощью вейвлет-анализа 
аналогично [9]. 

Изменение меры устойчивости i нанокластеризованных фаз предплавле-
ния Cu в различных кинетических режимах предствалены на рис. 1. Из данного 
рисунка видно, что значения i, характеризующие образование нанокластерной 
структуры предплавления Cu, отвечают спектру чисел обобщенной золотой 
пропорции и имеют колебательный характер. 

В таблице приведены средние значения меры устойчивости и показателя 
обратной связи в сравнении с рассчитанными нами в [4] параметрами кластеров 
фаз предплавления Cu. При скорости нагревания 5 К/мин мера устойчивости 
кластерной структуры фазы предплавления Cu выше, чем при скорости нагре-
вания 10 К/мин. Это согласуется с тем, что радиусы кластеров (r), в первом 
случае выше, т.е. устойчивость зависит от размеров нанокластерных систем. 

Для определения соотношения адаптивности системы к структурным пе-
рестройкам Am с показателем обратной связи построим спектр мер устойчиво-
сти нанокластерной структуры фазы предплавления Cu, отражающий тип об-
ратной связи (рис. 2, 3). Как показал анализ рис. 2, 3, при скорости нагревания 
5 К/мин возникают линейная и нелинейная обратные связи, показатель обрат-
ной связи m меняется в пределах 1-16. При увеличении скорости нагревания 
(v = 10 К/мин) интервал значений показателя обратной связи сужается и стано-
вится 1-8. Отметим, что при анализе спектра мер устойчивости нанокластерных 
фаз предплавления Cu выявлено преобладание нелинейной обратной связи со 
средним значением показателя m ~ 4.  
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Рис. 1. Динамика изменения меры устойчивости i кластерной структуры 

фаз предплавления Cu в различных кинетических режимах 
 

Параметры устойчивости кластерной структуры  
фазы предплавления Cu в различных кинетических режимах 

v, К/min i m r, Å 
5 0.285 4 15.2 

10 0.255 4 13.4 
 

 
Рис. 2. Спектр мер устойчивости кластерной структуры фазы  

предплавления Cu в динамическом режиме при v = 5 К/мин 
 
Таким образом, в Cu образование кластерной структуры предплавления в 

различных кинетических режимах происходит преимущественно по реплика-
тивному механизму (с изменением структуры вещества), что согласуется с пря-
мыми структурными исследованиями ГЦК-металлов в области фазового пере-
хода I рода [11]. 
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Рис. 3. Спектр мер устойчивости кластерной структуры фазы  

предплавления Cu в динамическом режиме при v = 10 К/мин 
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STEADINESS AND ADAPTABILITY OF NANOSTRUCTURING  
PHASES COPPER PREMELTING PHASES 

E. S. Mashkina 

Voronezh State University 

The analysis of steadiness and adaptability to structure transformations of copper nanoclus-
ter premelting phases has been carried out in different heating rates. The universal algorithm of self-
organized structures in systems with controlled feedback have been used for determination steadi-
ness of copper premelting transition states. Measure of steadiness and adaptability index (index of 
structure ability to restructuring) have been calculated by using the function of self-similarity. Pre-
vailing of nonlinear feedback during the analysis of adaptability index (m~4) has been revealed and 
pointed on replication mechanism of premelting phase formation (structure reconstruction). 

Keywords: copper, premelting, bifurcations, nanocluster, steadiness, adaptability. 
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УМЕНЬШЕНИЕ УРОВНЯ БОКОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ  
В РАВНОАМПЛИТУДНЫХ АНТЕННЫХ РЕШЕТКАХ  

ПРИ СОХРАНЕНИИ НАПРАВЛЕННЫХ СВОЙСТВ 

И. А. Кирпичева 

Воронежский государственный технический университет 
kirpicheva89@mail.ru 

Рассмотрена задача снижения уровня бокового излучения в линейной равно-
амплитудной антенной решетке при одновременном обеспечении сохранения ширины 
главного лепестка с априори заданной точностью. Путем параметрической оптимиза-
ции найдены величины расстояний между излучателями, обеспечивающие заданные 
требования. Для наиболее оптимального соотношения между направленными и изби-
рательными свойствами антенной решетки приведена диаграмма направленности и 
изображена геометрия. 

Ключевые слова: линейная неэквидистантная антенная решетка, оптимизация, 
генетический алгоритм, коэффициент расширения главного лепестка, уровень боко-
вых лепестков. 
 

Введение 
Помехозащищенность радиосистемы во многом определяется свойствами 

приемного тракта и, в частности, характеристиками антенны. В настоящее вре-
мя в радиосвязи для решения задач пространственно-временной фильтрации 
сигнала широко используются антенные решетки (АР) различного типа. Их по-
пулярность связана с высокими показателями коэффициентов усиления и на-
правленного действия по сравнению с одиночными излучателями. В синфазных 
АР, где максимум излучения ориентирован по нормали к ее оси, крайне важной 
характеристикой с точки зрения помехоустойчивости является уровень боко-
вых лепестков (УБЛ) диаграммы направленности (ДН), определяющий селек-
тивные свойства системы в направлениях прихода излучения, отличных от за-
данного. При снижении УБЛ антенна становится менее чувствительной к поме-
хам, приходящим по направлениям побочного канала приема. Уменьшение 
уровня помех способствует повышению пропускной способности системы в 
целом.  

В эквидистантных АР ослабление боковых лепестков ДН достигается пу-
тем подбора соответствующего амплитудного распределения, в неэквидистант-
ных АР снижение УБЛ возможно за счет оптимального размещения излучате-
лей [1, 2]. В таких решетках особый интерес представляет собой задача мини-
мизации УБЛ при равномерном амплитудном распределении. Несмотря на 
большое число исследований, проведенных в этом направлении, и научных ра-
бот, посвященных обозначенной тематике, вопрос о предельно достижимых 
значениях УБЛ неэквидистантных АР изучен слабо. 
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В работе [3] была решена задача поиска минимаксного УБЛ в равноампли-
тудной синфазной неэквидистантной АР. При этом, уменьшение УБЛ, сопро-
вождалось расширением главного лепестка и, соответственно, ухудшением 
КНД решетки, что является нежелательным с точки зрения разрешающей спо-
собности системы и, а во многих задачах и вовсе недопустимым.  

Цель работы – для разных значений числа излучателей и длины неэкви-
дистантной АР снизить УБЛ по сравнению с эквидистантным прототипом (ре-
шетки той же длины при равномерном распределении излучателей) и не допус-
тить расширения главного лепестка ДН. Иными словами, найти компромисс 
между избирательными и направленными свойствами системы.  

 

Постановка и математическая формализация задачи 
Предположим, что элементарные излучатели обладают изотропной ДН. 

На рис. 1 изображена геометрия исследуемой модели АР.  
 

 1          2          3          4          5         ...           N 

x 
 dN1 d1 d2 

z 

d3 

 
Рис. 1. Геометрия исследуемой АР изотропных излучателей 

 
Общее число излучателей в составе решетки равно N. Длина волны излу-

чения  считается заданной и определяет волновое число свободного простран-
ства k0 = 2π/λ [4]. Угол направления  на точку наблюдения будем отсчитывать 
от вертикальной оси z, совпадающей с нормалью к раскрыву решётки. Положи-
тельное значение угла  соответствует движению от нормали по часовой стрел-
ке (рис. 1). 

Расстояние между k-м и (k+1)-м излучателями примем равным dk, тогда 
координата k-го излучателя АР будет определяться как 

 

1

1

, 1, 2, 3, ... , .
k

k i
i

x d k N




                        (1) 
 

Также будем считать, что решетка симметрична относительно центра. 
При таком условии расстояния между излучателями dk, где k = ½N + 1 … N – 1, 
расположеннымисправаот центра АР, в точности равны расстояниям dk, где  
k = 1 … ½N – 1, слева от центра 

 

,k N kd d    k = 1 … ½N – 1.                      (2) 
 

Кроме того, наложим требование на минимально допустимое расстояние 
между излучателями, приняв его равным dmin. 

Длина АР фиксирована и определяется в соответствии с выражением 
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 1L N    ,              (3) 
 

где χ – априори заданный коэффициент разреженности АР, определяемый для 
аналогичной длины эквидистантной решетки отношением ее шага d к длине 
волны излучения λ. 

В рамках представленного исследования амплитудное и фазовое распре-
деления на АР предполагались строго равномерными; при этом амплитуды Ak и 
начальные фазы k токов (полей) на любом k-м элементе решетки одинаковы 
(Ak = const, k = const). 

Для расчета ДН решетки изотропных излучателей использовалась извест-
ная формула [5] 

 

      0
1

exp exp sin .
N

N k k k
k

F A j jk x


                                (4) 
 

Поиск оптимальных значений периодов решетки производился с исполь-
зованием модифицированного генетического алгоритма глобальной оптимиза-
ции [6], программная реализация которого доступна в сети Интернет [7]. Его 
достоинством по сравнению с другими подобными алгоритмами является ми-
нимальное число обращений к целевой функции за счет использования в про-
цессе генерирования потомков локальных экстремумов. 

В качестве целевой функции, минимум которой должен быть достигнут в 
ходе численной оптимизации, взята зависимость нормированного максималь-
ного УБЛ в дБ от варьируемых расстояний между излучателями dk. При вычис-
лении текущего значения целевой функции в соответствии с (1) рассчитывались 
координаты излучателей xk, затем по формуле (4) – амплитудная ДН решетки, а 
затем и максимальный УБЛ в дБ. Чтобы в процессе поиска искомых парамет-
ров dk, обеспечивающих минимаксный УБЛ решетки, значения координат из-
лучателей xk не выходили за рамки физически реализуемых значений (прини-
мали только положительные значения, и координата крайнего правого элемента 
была бы не больше половины длины решетки L/2), вводилась штрафная функ-
ция, принимающая положительные значения при "уходе" xk от области реали-
зуемых значений. Аналогично накладывалось ограничение на минимальную 
величину расстояний dk (dk ≤ dmin). Для сохранения ширины главного лепестка 
по уровню половинной мощности на значения периодов dk накладывалось до-
полнительное условие, допускающее относительное отклонение ширины глав-
ного лепестка неэквидистантной АР по сравнению с эквидистантным прототи-
пом (коэффициент расширения главного лепестка КР) на величину, не превы-
шающую 10 %. Для этого в целевой функции при найденных значениях пара-
метров расстояний dk производился расчет ширины ДН по уровню половинной 
мощности («минус» 3 дБ) и определялся коэффициент расширения главного 
лепестка, по отношению к значению ширины ДН по уровню половинной мощ-
ности для эквидистантного прототипа, определяемого согласно [8] как 

 

2 ,h m h                  (5) 
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где θm = 0о – угол, при котором достигается максимум ДН, θh – угол, при кото-
ром значение ДН уменьшается на «минус» 3 дБ по сравнению с максимальным 
значением, и вычисляемый как 

 

 arcsin / 2 2,782 / .h kd N                                       (6) 
 

Совокупная целевая функция формировалась с учетом обозначенных ог-
раничений. 

 
Результаты решения задачи 

Для следующих значений коэффициента разреженности решетки χ = 0,5; 
0,6; 0,7 и числа излучателей N = 8; 12; 16; 20 были найдены величины периодов 
равноамплитудной синфазной неэквидистантной АР, обеспечивающие умень-
шение УБЛ ДН и коэффициент расширения главного лепестка не более 10%. На 
рис. 2 приведены зависимости УБЛ от числа излучателей для χ = 0,5; 0,6; 0,7. 
Сплошной линией показан УБЛ для эквидистантного прототипа. В таблицу све-
дены полученные при этом значения коэффициента расширения главного лепе-
стка. 

 
Рис. 2. УБЛ в зависимости от числа излучателей для различных значений 

χ при dmin = λ/4 
 

Коэффициент расширения главного лепестка для разных N и χ 
 

N  Kp, % 
χ = 0,5 χ = 0,6 χ = 0,7 

8 4,8 2 3,2 
12 6,3 2,1 1,27 
16 7,8 8,9 3,3 
20 6,4 2,15 0,7 

 
Из графиков рис. 2 и таблицы можно сделать следующие выводы. Во-

первых, при увеличении коэффициента разреженности решетки (увеличения ее 
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длины при неизменном числе излучателей) легче сохранять низким величину 
коэффициента расширения главного лепестка ДН, при уменьшении УБЛ, что, 
вероятно, связано с увеличением диапазона возможных значений расстояний 
между излучателями, которые используются генетическим алгоритмом в про-
цессе оптимизации. Однако, согласно рис. 2 увеличение коэффициента разре-
женности в целом приводит к повышению минимального УБЛ.  Во-вторых, при 
низком значении коэффициента разреженности отчетливо проявляется взаимно 
противоречивый характер зависимости коэффициента расширения главного ле-
пестка ДН и уровня бокового излучения от числа излучателей. То есть, увели-
чение длины решетки уменьшает УБЛ, но при этом расширяется главный лепе-
сток, что приводит к ухудшению разрешающей способности системы. Однако, в 
целом, зависимость коэффициента расширения главного лепестка от числа из-
лучателей носит осциллирующий характер, что будет являться предметом даль-
нейших исследований.  

Наиболее оптимальной, с точки зрения автора, является решетка с числом 
излучателей N = 20 и значением параметра разреженности χ = 0,6, так как при 
этом обеспечивается некий оптимум между УБЛ и шириной главного лепестка 
по уровню половинной мощности. На рис. 3 изображена геометрия полученной 
равноамплитудной синфазной неэквидистантной АР, построенная по найден-
ным значениям расстояний между излучателями. Здесь же, пустыми кружочка-
ми обозначена геометрия исходной эквидистантной АР.  

 
Рис. 3. Геометрия исходной и оптимизированной решеток 

 
ДН решеток изображены на рис. 4 сплошной линией для оптимизирован-

ной решетки и штриховой – для эквидистантного прототипа. 
 

 
Рис. 4. Нормированная амплитудная ДН в логарифмическом масштабе для 

оптимизированной (сплошная линия) и исходной (штриховая линия) решеток 
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Заключение 
Для разных значений коэффициента разреженности решетки и числа из-

лучателей найдены величины расстояний между излучателями, обеспечиваю-
щие оптимальное соотношение УБЛ и степени расширения главного лепестка. 
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DECREASE OF SIDE RADIATION LEVEL IN EQUALLY AMPLITUDE  
ANTENNA ARRAYS WITH SAVING DIRECTION CHARACTERISTICS 

I. A. Kirpicheva 
 

Voronezh State Technical University 
 
The problem of decreasing of level of side radiation in linear equally amplitude antenna ar-

ray at simultaneous retaining width main loop is considered. By parameter optimization distances 
between radiators providing the necessary requires are found. Pattern of antenna array for the most 
optimal ratios between directional and selective properties is resulted. 

 
Keywords: linear nonequidistant antenna array, optimization, genetic algorithm, the coeffi-
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Рассмотрена и решена задача численного расчёта предельно достижимого 

уровня бокового излучения линейной равноамплитудной неэквидистантной антенной 
решетки изотропных излучателей при фиксации ширины главного лепестка диаграм-
мы направленности. С использованием численного алгоритма глобальной оптимиза-
ции найдены расстояния между излучателями решетки, удовлетворяющие поставлен-
ной задаче. Проведено сравнение с результатами параметрического синтеза неэквиди-
стантной решетки по критерию минимума максимального уровня бокового излучения 
в отсутствие требований к ширине главного лепестка диаграммы направленности. 
 

Ключевые слова: неэквидистантная антенная решетка, диаграмма направленно-
сти, уровень боковых лепестков, коэффициент расширения луча, оптимизация, гене-
тический алгоритм. 
 

Введение 
Улучшение направленных свойств антенных решеток (АР) с типовой 

формой диаграммы направленности (ДН) является классической задачей теории 
антенн, решаемой как аналитически, так и численно. При этом задача может 
быть решена в двух направлениях, которые ведут к улучшению направленности, 
но одновременно являются противоборствующими. С одной стороны, повыше-
ние направленности – снижение уровня боковых лепестков (УБЛ) ДН, с дру-
гой – уменьшение ширины главного лепестка ДН. Из теории антенн [1] хорошо 
известно, что снижение одного показателя приводит к неизбежному росту дру-
гого. Какому показателю отдать предпочтение, а какому уделить меньшее вни-
мание – зависит от конкретного применения антенной системы. Так, в радио-
связи, улучшение пропускной способности достигается за счет повышения от-
ношения сигнал/шум в канале при использовании пространственно- временной 
фильтрации сигнала – приема сигнала одного направления и подавления помех 
в оставшихся. Очевидно, что критичным параметром в этом случае будет мак-
симальный УБЛ, в то время, как расширение главного лепестка ДН является, по 
крайней мере, вторичным. В радиолокации ситуация прямо противоположна – 
уменьшение (фиксация) ширины главного лепестка – первостепенная задача, 
так как непосредственно влияет на разрешающую способность системы. 

В работе [2] решена задача поиска минимаксного УБЛ в равноамплитуд-
ной синфазной неэквидистантной АР. Авторами найдены величины расстояний 
между изотропными излучателями, обеспечивающие минимальную величину 
максимального УБЛ. Однако при этом снижение УБЛ сопровождалось расши-
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рением главного лепестка, что является нежелательным, а в некоторых случаях 
и вовсе недопустимым.  

Цель работы – исследовать численно влияние фиксации ширины главного 
лепестка ДН на минимально достижимый уровень бокового излучения в линей-
ной неэквидистантной равноамплитудной АР. 

 
Постановка задачи и методы решения 

Для решения поставленной цели достаточно каким-либо образом – анали-
тически или численно – отыскать такие расстояния между элементами равно-
амплитудной АР, при которых обеспечивается максимальное подавление боко-
вого излучения при неизменной (фиксированной) ширине главного лепестка ДН. 

На рис. 1 изображена геометрия исследуемой идеализированной модели 
АР, в которой каждый элемент обладает изотропной ДН. 

 

 1          2          3          4          5         ...           N 

x 
 dN1 d1 d2 

z 

d3 

 
Рис. 1. Геометрия исследуемой АР изотропных излучателей 

 
Общее число излучателей в составе решетки равно N . Длина волны из-

лучения   считается заданной и определяет волновое число свободного про-
странства 0   2 /k    . Угол направления   на точку наблюдения будем отсчиты-
вать от вертикальной оси z , совпадающей с нормалью к раскрыву решётки. По-
ложительное значение угла   соответствует движению от нормали по часовой 
стрелке (рис. 1). 

Если kd  – расстояние между k - м и  1k - м излучателями, то координата 
k - го элемента АР будет определяться как 

1

1
, [1,..., ].

k

k i
i

x d k N




                                                (1) 

При условии симметрии АР относительно её центра расстояния kd  между 
излучателями с номерами ½ 1,[ ], –1k N N   , расположенными справа от цен-
тра АР, равны расстояниям kd , где 1, , ½ 1[ ]k N   , расположенным слева от 
центра 

 1,, [ ]. , ½ – 1k N kd d k N              (2) 
 

Минимально допустимое расстояние между излучателями фиксировано и 
принято равным mind . 

Длина АР определялась в соответствии с выражением 
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 1L N  ,                                                    (3) 
 

где   – предварительно заданный коэффициент разреженности АР, определяе-
мый для аналогичной длины эквидистантной АР отношением ее неизменного 
шага d  к длине волны излучения  . 

В рамках представленного исследования амплитудное и фазовое распре-
деления на АР предполагались строго равномерными – амплитуды kA  и началь-
ные фазы k  токов (полей) на любом k -м элементе АР одинаковы. 

Для расчета ДН решетки изотропных излучателей использовалась извест-
ная формула [1]: 

     0
1

exp exp sin .
N

k k k
k

F A j jk x


                                      (4) 

Ширина главного лепестка 5.02  оценивалась по уровню «минус» 3 дБ 
нормированной ДН решетки в логарифмическом масштабе. Коэффициент рас-
ширения луча (КРЛ) – главного лепестка ДН – определялся как: 

 

p 0.5 0.5 0.5100% (2 2 )/2 ,K                                              (5) 
 

где 0.52   – ширина главного лепестка ДН АР эквидистантного типа (длиной L с 
равными расстояниями между элементами) по уровню половинной мощности. 

Поиск оптимальных значений расстояний между элементами АР произво-
дился с использованием генетического алгоритма [3]. 

В качестве целевой функции, минимум которой должен быть достигнут в 
ходе численной оптимизации, взята зависимость нормированного максимально-
го уровня бокового излучения в дБ от расстояний между элементами kd  . При 
вычислении текущего значения целевой функции сначала рассчитывались коор-
динаты излучателей kx  в соответствии с (1), затем по формуле (4) – амплитуд-
ная ДН решетки, а затем и максимальный УБЛ в дБ. Чтобы в процессе поиска 
оптимальных kd , обеспечивающих минимаксный УБЛ ДН, текущие координаты 
элементов kx  не выходили за рамки физически реализуемых значений (положи-
тельных и не превышающих ½L ), вводилась барьерная экспоненциальная 
функция, значительно возрастающая при увеличении отклонения kx  от области 
физических значений. Аналогично накладывалось ограничение на минималь-
ную величину расстояний kd , так чтобы min ¼kd d   , и коэффициент расши-
рения луча – p p% ,K K   где p%K – малая пороговая величина КРЛ, составляю-
щая менее десятой доли процента. 

 
Результаты параметрического синтеза и их обсуждение 

Для следующих значений коэффициента разреженности решетки = 0.5, 
0.6, 0.7 и числа излучателей N = 8, 10, 12, 14, 16, 18 и 20 были найдены величи-
ны расстояний kd  равноамплитудной синфазной неэквидистантной АР, обеспе-
чивающие максимальное снижение УБЛ при сохранении неизменной ширины 
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главного лепестка ДН. На рис. 2 сплошными линиями показаны зависимости 
найденных минимаксных значений УБЛ от числа элементов. Штриховыми ли-
ниями приведены соответствующие указанным коэффициентам разреженности 
  минимаксные значения УБЛ из работы [2], полученные в отсутствие требова-
ний к ширине главного лепестка ДН. Пунктиром показаны значения УБЛ ДН 
решетки эквидистантного типа. В табл. 1 продублированы численно графиче-
ские зависимости минимаксных УБЛ от числа элементов АР, представленные на 
рис. 2, где 0 – минимаксные УБЛ из [2],   – УБЛ для АР, синтезированных с 
учетом ограничения, накладываемого на величину КРЛ. 

 

 
Рис. 2. Минимаксный УБЛ как функция числа элементов неэквидистантной 

равноамплитудной АР для разных значений степени разреженности   
 

Таблица 1  
Минимаксные УБЛ ДН равноамплитудной неэквидистантной АР 

N  
= 0.5 = 0.6 = 0.7 

0 , дБ  , дБ 0 , дБ  , дБ 0 , дБ  , дБ 
8 –18.39 –14.745 –17.22 –14.794 –15.362 –14.483 

10 –19.71 –15.884 –19.04 –15.457 –15.528 –16.988 
12 –20.90 –16.116 –19.24 –16.019 –17.687 –15.683 
14 –21.99 –17.749 –20.31 –16.025 –16.456 –17.79 
16 –22.98 –17.015 –21.37 –16.854 –18.954 –17.594 
18 –23.37 –17.356 –22.28 –20.07 –17.981 –19.837 
20 –23.69 –19.602 –22.10 –17.257 –19.645 –20.197 
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В табл. 2 приведены значения КРЛ для АР, синтезированных в работе [1] 
( р0K ), а также относительные величины ухудшения максимального УБЛ ДН 
( % ) синтезированных неэквидистантных решеток по отношению к решеткам 
с минимаксными УБЛ, синтезированными в отсутствие требований к ширине 
главного лепестка ДН [1]. 

На рис. 3, 5 и 7 для антенной решетки с N = 20 для трех значений коэф-
фициента разреженности = 0.5, 0.6, 0.7 соответственно, приведены нормиро-
ванные амплитудные ДН синтезированной решетки (сплошной), решетки в от-
сутствие требований к ширине главного лепестка ДН [1] (штрихом) и эквиди-
стантной решетки-прототипа (пунктиром). Геометрии решеток для указанных   
показаны на рис. 4, 6 и 8 соответственно. 

ДН решеток, полученных при параметрическом синтезе, приведенные на 
рис. 3, 5 и 7, показывают, что снижение максимального УБЛ происходит за счет 
отбора мощности от боковых лепестков, ближайших к главному лепестку, и ее 
последующего перераспределения по периферийным лепесткам. В результате 
наблюдается выравнивание УБЛ. При этом имеет место смещение элементов 
решетки от периферии решетки к ее центру – уплотнение центральной части 
решетки (рис. 4, 6, 8, полые окружности). Наложение ограничения на ширину 
главного лепестка ДН приводит к некоторому, преимущественно незначитель-
ному, обратному сдвигу излучателей – от центра к периферии (4, 6, 8, залитые 
окружности), так как с увеличением расстояния между центральными элемен-
тами главный лепесток ДН становится уже. Это, в свою очередь, сопровождает-
ся ростом среднего уровня значений УБЛ, а при   = 0.5 приводит к заметному 
увеличению периферийных боковых лепестков. 

 
Таблица 2  

КРЛ для АР с минимаксными УБЛ [1]  
и относительная величина ухудшения УБЛ при фиксации КРЛ 

N  
= 0.5 = 0.6 = 0.7 

р0K , % % , % р0K , % % , % р0K , % % , % 

8 5.75 22.8 4.10 14.1 2.85 7.52 
10 6.95 19.3 6.60 18.8 4.95 3.97 
12 8.96 26.0 6.30 16.7 5.00 11.8 
14 10.2 25.7 7.65 21.1 6.90 6.42 
16 11.0 17.3 9.50 21.1 7.90 6.71 
18 11.6 19.8 10.8 9.92 7.40 0.02 
20 12.8 19.4 10.8 21.9 8.35 –2.16 
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Рис. 3. Нормированные амплитудные ДН решеток при = 0.5 

 

 
Рис. 4. Геометрии равноамплитудных решеток при = 0.5 

 
 

 
Рис. 5. Нормированные амплитудные ДН решеток при = 0.6 
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Рис. 6. Геометрии равноамплитудных решеток при = 0.6 

 

 
Рис. 7. Нормированные амплитудные ДН решеток при = 0.7 

 
 

 
Рис. 8. Геометрии равноамплитудных решеток при = 0.7 

 
Влияние на рост максимального УБЛ перераспределения мощности на 

раскрыве решетки за счет смещения центральных излучателей к периферии 
(относительно исходного значения, найденного в отсутствие ограничения вели-
чины КРЛ) проявляется тем сильнее, чем меньше   (чем сильнее электродина-
мическая связь между элементами АР). Этот тезис подтверждается численными 
данными табл. 2, наглядно демонстрирующими то, что с уменьшением   имеет 
место рост относительных величин ухудшения максимального УБЛ ( % ). Со-
гласно данным табл. 2, заимствованным из [1], с увеличением коэффициента 
разреженности АР   уменьшаются относительные значения КРЛ для АР с оди-
наковым числом элементов N  . В таких решетках слабее проявляется противо-
речивая связь между максимальным УБЛ и КРЛ, именно, поэтому фиксация при 
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синтезе ширины главного лепестка сопровождается меньшим проигрышем по 
УБЛ. Однако в целом в решетках с большими   максимальный УБЛ больше. 
Это следует учитывать в практических задачах приема сигнала при стремлении 
обеспечить рост пропускной способности радиосистемы. 

 
Заключение 

С использованием алгоритма численной оптимизации для разных значе-
ний коэффициента разреженности и числа элементов линейной равноамплитуд-
ной АР найдены близкие к оптимальным расстояния между элементами, обес-
печивающие экстремальные значения максимального УБЛ ДН при фиксации 
ширины главного лепестка. Полученные данные могут быть использованы при 
выборе стратегии повышения направленных свойств АР в зависимости от при-
оритетов решаемой задачи. 
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SIDE RADIATION LEVEL OF UNIFORM NONEQUIDISTANT  
ANTENNA ARRAY WITH FIXED BEAM WIDTH 

 
I. A. Kirpicheva, A. V. Ostankov 

 
Voronezh State Technical University 

 
The task of numerical calculation of the maximum achievable side radiation level of linear 

uniform nonequidistant antenna array of isotropic radiators at retention of main lobe beamwidth is 
considered and solved. Dimensions between radiators which satisfying assigned task are found with 
utilization numerical technique of global optimization. Comparison with results of parametric 
synthesis of nonequidistant array at minimum of the maximum side radiation level in the absence of 
main lobe beamwidth requirements criterion is done. 
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УДК 537.9 
СТРУКТУРНЫЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ 

 

В. Н. Нечаев, А. В. Шуба 
 

ВУНЦ ВВС «ВВА им. проф. Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина», Воронеж 
shandvit@rambler.ru 

 

Исходя из теории Ландау, исследованы особенности влияния энергии поверх-
ности на параметр порядка, теплоемкость, обобщенную восприимчивость ферроиков 
вблизи температуры структурного фазового перехода. Показано влияние свойств по-
верхности тонкой пластины ферроиков на смещение температуры фазового перехода, 
параметр порядка, теплоемкость. Рассмотрено действие поверхности на спин-
переориентационные переходы в гексагональных ферромагнетиках. Показано, что фа-
зовый переход в неоднородное состояние на поверхности материала при учете стрик-
ционной связи будет происходить при более высокой температуре, чем в объеме ма-
териала. 

 
Ключевые слова: параметр порядка, поверхностная энергия, длина экстраполя-

ции, структурный фазовый переход, свободная энергия, теория Ландау, спин-
переориентационный фазовый переход. 

Поверхность представляет собой двумерный дефект трехмерной структу-
ры кристалла. Обрыв химических связей на поверхности кристалла приводит: 
1) к возникновению локализованных поверхностных состояний; 2) к изменению 
эффективных зарядов поверхностных атомов и межатомных расстояний; 3) к 
изменению фононного спектра; 4) к появлению поверхностных деформаций и 
т.д. Эти изменения сохраняются в некоторой конечной области, которая и 
представляет собой поверхностную фазу (или просто поверхность) с физиче-
скими свойствами отличными от свойств объемной фазы. Все отмеченные осо-
бенности относятся в полной мере и к межфазным границам, разделяющим со-
прикасающиеся фазы твердых тел. Чрезвычайно важное значение физики по-
верхности в современных технологиях делает весьма актуальной задачу изуче-
ния поверхности и процессов происходящих на ней.  

Влияние поверхности на магнитные фазовые переходы в полупространстве 
и в пластине детально изучено в работах Каганова М. И. с сотрудниками [1-5]. В 
работах [6-10] исследовалось влияние поверхности на фазовые переходы в тон-
ких пленках сегнетоэлектриков и сегнетоэластиков. В [11] изучалось влияние 
дальнодействующих упругих сил на фазовые переходы на поверхности. Опре-
делены условия образования на поверхности сверхструктур. Цель настоящей 
статьи дать обзор этих результатов и привести новые по данной тематике. 

Следует отметить, что выбранное направление исследований представля-
ет собой лишь малую часть проблемы влияния поверхности на физические 
свойства материалов. Так, например, в последнее десятилетие были обнаруже-
ны так называемые фазовые переходы на границах зерен и начато их подробное 
исследование [12, 13]. В частности, впервые показано, что фазовые переходы на 
границах зерен (смачивания, предплавления и предсмачивания) приводят к рез-
кому изменению таких свойств границ зерен, как диффузионная проницае-
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мость, энергия и адсорбция, удельное электросопротивление, прочность и под-
вижность, склонность к недиффузионному проникновению второй фазы. Наи-
более резко фазовые переходы на внутренних границах раздела меняют свойст-
ва поликристаллов в области размеров зерен от 1 до 1000 нм. В результате фа-
зовых переходов на границах зерен на традиционных объемных фазовых диа-
граммах появляются новые линии, описывающие свойства поликристалла с 
границами раздела. Зная, где расположены линии зернограничных фазовых пе-
реходов на объемных фазовых диаграммах, можно разрабатывать режимы тер-
мической обработки материалов с микро- и нанокристаллическим размером зе-
рен, целенаправленно изменяя и задавая их свойства.  

 
1. Полупространство 

 

Поверхностная энергия оказывает значительное влияние на фазовые пе-
реходы в частицах ограниченных размеров [1, 3, 4]. Перестройка поверхности 
под влиянием каких-либо внешних воздействий, безусловно, влияет на состоя-
ние вещества в объеме частицы. Исследование этого вопроса возможно в рам-
ках феноменологического подхода к описанию фазовых переходов. При этом 
неважно какова природа перехода и физический смысл параметра порядка. 
Применимость такого подхода к описанию магнитных фазовых переходов об-
суждается в приведенных выше работах. Будем считать, что плотность свобод-
ной энергии ܨ௦ пропорциональна квадрату параметра порядка η  

௦ܨ =
1
2

 ,ଶߟ௦ߙ

где ߙ௦  – коэффициент при квадратичном слагаемом разложения свободной 
энергии поверхности в ряд по степеням параметра порядка. С целью предот-
вращения неоправданно громоздких выкладок, ограничимся рассмотрением 
случая полупространства. Действительно, предположим, что вещество занимает 
полупространство ݖ ≥ 0. Уравнения равновесия для параметра порядка η и гра-
ничные условия к нему пусть имеют вид  

ߢ−
݀ଶߟ
ଶݖ݀ − ߟߙ + ଷߟߚ = 0;                                                (1) 

ߟ݀
ݖ݀

(+∞) = 0;                                                         (2) 

ߢ
ߟ݀
ݖ݀

(0) =  (3)                                                     .(0)ߟ௦ߙ

Здесь введены обозначения:  ߙ = )ߙ ܶ − ܶ);  константы разложения – ߚ  
свободной энергии, где ܶ – температура Кюри в объёме образца; ߢ – корреля-
ционная постоянная. Первый интеграл уравнения (1) находится тривиально 

1
2

ߢ ൬
ߟ݀
ݖ݀

൰
ଶ

= −
1
2

ଶߟߙ +
1
4

ସߟߚ +  .ܥ
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Произвольная постоянная ܥ в этом выражении находится из граничного 
условия (2): 

ܥ =
1
2

ஶߟߙ
ଶ −

1
4

ஶߟߚ
ସ . 

Здесь введено обозначение: ߟஶ = ට
ఈ
ఉ

. 

В результате первый интеграл принимает вид 

ଶߜ ൬
ߟ݀
ݖ݀

൰
ଶ

=
ஶߟ)

ଶ − ଶ)ଶߟ

ஶߟ
ଶ . 

Здесь введено обозначение: ߜଶ = ଶ
ఈ

. Далее после несложных вычислений, 
находим  

(ݖ)ߟ = ஶߟ−
1 − ଵ݁ܥ

ଶ௭
ఋൗ

1 + ଵ݁ܥ
ଶ௭

ఋൗ
 . 

Согласно, этому выражению  

(0)ߟ = ߟ = ஶߟ−
1 − ଵܥ

1 + ଵܥ
. 

Из этого равенства определяется произвольная постоянная ܥଵ через пара-
метры материала ߟஶ,  ߟ 

ଵܥ =
ஶߟ + ߟ

ஶߟ − ߟ
. 

Искомая зависимость (ݖ)ߟ принимает вид: 

(ݖ)ߟ = ஶߟ
ஶߟ) + ݁(ߟ

௭
ఋൗ − ஶߟ) − )݁ି௭ߟ

ఋൗ

ஶߟ) + ݁(ߟ
௭

ఋൗ + ஶߟ) − )݁ି௭ߟ
ఋൗ

.                         (4) 

Согласно (4), значение параметра порядка (ݖ)ߟ изменяется от ߟஶ в объе-
ме материала до значения ߟ на границе. Для решения вопроса о поверхност-
ном фазовом переходе представляет наибольший интерес температурная зави-
симость параметра порядка на поверхности ߟ. Выразим соответствующую ве-
личину через известные параметры материала, используя граничное условие (3): 

ߟ = ஶߟ ቌඨ1 +
௦ߙ

ଶ

ߙߢ2
−

௦ߙ

ߙߢ2√
ቍ.                                       (5) 

Температурное поведение ߟ существенно различается в зависимости от 
того, каков знак коэффициента ߙ௦.  Рассмотрим два случая. Пусть ߙ௦ > 0 
(рис. 1). При ܶ → ܶ, раскладывая выражение (5) в ряд, получаем 

ߟ → ஶߟ
ߙߢ
௦ߙ

ଶ .                                                          (6) 
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Согласно выражению (6), значение параметра порядка на поверхности ߟ 
обращается в нуль при Т = ТС. Стремление ߟ к нулю происходит по закону бо-
лее быстрому |ܶ − ܶ|ଷ/ଶ, чем в объеме материала изменяется с температурой 
спонтанное значение параметра порядка ߟஶ~|ܶ − ܶ|ଵ

ଶൗ . 
Заметим, что отношение 

ఎబ
ఎಮ

 в этом случае меньше единицы как вблизи ТС 

(см. формулу (6)), так и вдали от ТС, где 
ఎబ
ఎಮ

 ≅ 1 −  
ଵ
ଶ

ఈೞఋ


. 

Для исследования поведения параметра порядка в качестве примера 
возьмем сегнетоэлектрический кристалл триглицинсульфата (ТГС) с парамет-
рами ТС = 322 К, ߙ = 3.92 ∙ 10ିଷ K–1,  ߢ = 10ିଵହ см2,  ߙ௦ = 0.75 ∙ 10ି଼ см. 
 

 
Рис. 1. Зависимость нормированного значения параметра порядка на  

поверхности образца 
ఎబ
ఎಮ

 от температуры, ߙ௦ > 0 

 
Если коэффициент ߙ௦ < 0,  то температурное поведение ߟ меняется кар-

динальным образом. Действительно, если Т = ТС, то из общего выражения (5), 
получаем в этом случае конечное независящее от температуры значение 

ߟ = ඨ
2

ߚߢ
 ௦|.                                                          (7)ߙ|

Для детального анализа этой ситуации необходимо решить уравнение 
равновесия (1) с граничным условием (3) и дополнительным условием  

(∞)ߟ = 0                                                               (8) 
для температурной области Т > ТС. Первый интеграл уравнения (1), после опре-
деления постоянной интегрирования (C = 0) из граничного условия (8), прини-
мает вид: 

1
2

ߢ ൬
ߟ݀
ݖ݀

൰
ଶ

= −
1
2

ଶߟߙ +
1
4

 ସ.                                           (9)ߟߚ

Это уравнение несложно привести к виду: 
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ߟ݀

ଶ(∗ߟ)ඥߟ + ଶߟ
=

ݖ݀
∗ߜ∗ߟ ,                                              (10) 

где введены обозначения: ߟ∗ = ටଶ|ఈ|
ఉ

∗ߜ  , = ට


|ఈ|. 

В результате интегрирования уравнения (10), имеем 
ߟ

ඥ(ߟ∗)ଶ + ଶߟ + ∗ߟ
= ଶ݁ܥ

௭
ఋ∗ൗ ଶܥ    , > 0 . 

Постоянную интегрирования ܥଶ можно выразить через значение парамет-
ра порядка на поверхности ߟ: 

ଶܥ =
ߟ

ඥ(ߟ∗)ଶ + ߟ
ଶ + ∗ߟ

. 

Тогда получим 
ߟ

ඥ(ߟ∗)ଶ + ଶߟ + ∗ߟ
=

ߟ

ඥ(ߟ∗)ଶ + ߟ
ଶ + ∗ߟ

݁
௭

ఋ∗ൗ . 

В этом выражении параметр ߟ не определен и может принимать любые 
значения. Для его определения нужно получить явное выражение для функции 
 :(ݖ)ߟ

(ݖ)ߟ = ∗ߟ2 ଶܥ ∙ ݁
௭

ఋ∗ൗ

1 − ଶܥ
ଶ݁

ଶ௭
ఋ∗ൗ

; ߟ      = (0)ߟ = ∗ߟ2 ଶܥ

1 − ଶܥ
ଶ .                    (11) 

Воспользовавшись граничным условием (3), находим ܥଶ и температурную 
зависимость параметра порядка на поверхности ߟ (рис. 2): 

ଶܥ = ඩ
|௦ߙ|∗ߜ

ߢ − 1
|௦ߙ|∗ߜ

ߢ + 1
; 

ߟ = ඨቆ∗ߟ
|௦ߙ|∗ߜ

ߢ
ቇ

ଶ

− 1.                                           (12) 

Приравнивая ߟ к нулю, находим температуру поверхностного фазового 
перехода ௦ܶ: 

௦ܶ = ܶ +
௦ߙ

ଶ

ߙߢ
.                                                     (13) 

При температуре объемного фазового перехода ܶ  значение параметра 
порядка на поверхности ߟ, согласно формулам (5), (12), возрастает на величину 

Δߟ = ඨ
2

ߚߢ
 .|௦ߙ|
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Рис. 2. Зависимость нормированного значения параметра порядка на  

поверхности образца 
ఎబ

∆ఎబ
 от температуры, ߙ௦ < 0 

 
Таким образом, фазовый переход в этом случае начинается на поверхно-

сти материала при температуре ௦ܶ (рис. 2). С удалением от поверхности значе-
ние параметра порядка η падает, согласно формуле (11), по экспоненциальному 
закону. Глубина проникновения параметра порядка внутрь материала характе-

ризуется параметром ߜ∗ = ටଶ
ఈ

, который растет с приближением температуры 

ܶ к ܶ по закону ߜ∗~(ܶ − ܶ)ିଵ ଶ⁄  и при ܶ = ܶ захватывает весь объем вещества 
– фазовый переход происходит во всем материале. Предельный случай ܶ = ܶ 
представляет интерес изучить аналитически отдельно. Решение уравнения (1) в 
этом случае имеет вид  

(ݖ)ߟ =
1

ට ߚ
ߢ2 ݖ + ଷܥ

.                                                 (14) 

Постоянная ܥଷ определятся из граничного условия (3) 

ଷܥ = ඨߚߢ
2

1
 . |௦ߙ|

Подставляя в (14), находим окончательно (ݖ)ߟ 

(ݖ)ߟ =
1

ටߚߢ
2 ݖ)

ߢ + 1
(|௦ߙ|

=
ߟ

1 + ݖ|௦ߙ|
ߢ

.                                  (15) 

Согласно (15), изменение (ݖ)ߟ с расстоянием происходит по степенному 
закону, причем характерное расстояние, на котором меняется (ݖ)ߟ равно 


|ఈೞ|. 

По-видимому, по этой причине величина ݏ =  


|ఈೞ|  называется иногда длиной 

экстраполяции. 
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Получим эти результаты другим способом с целью отработать методику, 
которая будет использоваться для тонких пластин, где провести полностью 
аналитическое исследование проблематично. После нахождения первого инте-
грала системы (1) – (3), перейдем к вычислению свободной энергии ܨ, которая 
представляет собой сумму поверхностной ܨ௦  и объемной ܨ частей: 

ܨ = ௦ܨ + ܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ + න ቆ

1
2

ߢ ൬
ߟ݀
ݖ݀

൰
ଶ

−
1
2

ଶߟߙ +
1
4

ସቇߟߚ
ஶ



 (16)           .ݖ݀

Для исключения физически тривиальных расходимостей в этом выраже-
нии, вычтем из него свободную энергию полностью упорядоченного образца 
того же объема 

ஶܨ = න ൬−
1
2

ஶߟߙ
ଶ +

1
4

ஶߟߚ
ସ ൰

ஶ



 .ݖ݀

Другими словами, будем работать только с добавкой к свободной энергии 
 Δܨ, связанной с появлением поверхности, которую можно рассматривать как 
вклад поверхности в свободную энергию системы 

Δܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ + න ቆ

1
2

ߢ ൬
ߟ݀
ݖ݀

൰
ଶ

−
1
2

ଶߟߙ +
1
4

ସߟߚ +
1
2

ஶߟߙ
ଶ −

1
4

ஶߟߚ
ସ ቇ

ஶ



 (17)    .ݖ݀

Подставляя сюда первый интеграл уравнения (1), получаем 

Δܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ + න ൬−ߟߙଶ +

1
2

ସߟߚ +
1
2

ஶߟߙ
ଶ ൰

ஶ



 .ݖ݀

Далее, переходя к новой переменной (ݖ)ߟ 

ݖ݀ =
ߟஶ݀ߟߜ

ஶߟ
ଶ −  ଶߟ

и вводя затем безразмерную переменную ݔ = ߟ ⁄ஶߟ , приводим выражение для 
Δܨ к виду 

Δܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ +

1
2

ஶߟߙ
ଶ ߜ න(1 − (ଶݔ

ଵ

ఎబ
ఎಮ

ݔ݀ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ +

1
2

ஶߟߙ
ଶ ߜ ቆ

2
3

−
ߟ

ஶߟ
+

ߟ
ଷ

ஶߟ3
ଷ ቇ.  (18) 

Как видно из формулы (18), добавка к свободной энергии Δܨ, связанная с 
наличием свободной поверхности, есть функция одной переменной ߟ. В усло-
виях термодинамического равновесия Δܨ должна иметь минимальное значение, 

поэтому переменная ߟ будет определяться из условия 
ௗ(ி)

ௗఎబ
 = 0. Легко видеть, 

что для ߟ в этом случае получается выражение (5), поскольку в обоих методах 
разными способами находился минимум Δܨ. Условие термодинамической ус-
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тойчивости 
ௗమ(ி)
ௗ(ఎబ)మ (ߟ)  > 0 выполняется при любом знаке коэффициента ߙ௦ во 

всей температурной области, где имеет место система (1) – (3) и справедливо 
полученное решение. 

Используя выражения (5), (18), исследуем равновесные термодинамиче-
ские свойства системы. Вклад поверхности в свободную энергию 

Δܨ =
1
2

ஶߟ௦ߙ
ଶ ቌඨ1 +

௦ߙ
ଶ

ߙߢ2
−

௦ߙ

ߙߢ2√
 ቍ

ଶ

+
1
3

ஶߟߙ 
ଶ ߜ − 

−
1
2

ஶߟߙ
ଶ ߜ ቌඨ1 +

௦ߙ
ଶ

ߙߢ2
−

௦ߙ

ߙߢ2√
ቍ +

1
6

ஶߟߙ 
ଶ ߜ ቌඨ1 +

௦ߙ
ଶ

ߙߢ2
−

௦ߙ

ߙߢ2√
 ቍ

ଷ

.    (19) 

Вклад от поверхности в обобщенную восприимчивость материала ߯(ܶ) 

߯(ܶ) = ቆ
݀ଶ(ܨ߂)
ଶቇ(ஶߟ)݀

ିଵ

=
ߢ√

ߙ2√
+

1
3

ߢ2√
ߙ√

ቌඨ1 +
௦ߙ

ଶ

ߙߢ2
−

௦ߙ

ߙߢ2√
ቍ

ଷ

 

имеет расходимость при ܶ = ܶ, но закон Кюри-Вейса для вклада от поверхно-
сти не выполняется – для материалов без поверхностного фазового перехода 
௦ߙ) > 0) расходимость более слабая: ߯(ܶ) ~ (ܶ − ܶ)ିଵ ଶ⁄ ; чем для материалов с 
поверхностным фазовым переходом: ߯(ܶ) ~ (ܶ − ܶ)ିଶ . Вклад поверхности в 
восприимчивость в последнем случае в принципе может быть эксперименталь-
но замечен для достаточно тонких образцов. 

Вклад поверхности в энтропию системы ܵ определяется как 

ܵ = −
߲Δܨ
߲ܶ

=
1
2

௦ߙߙ

ߚ
൬

ߟ

ஶߟ
൰

ଶ
−

ߙ௦ߙ
ߚ

൬
ߟ

ஶߟ
൰

߲
߲ܶ

൬
ߟ

ஶߟ
൰ + 

+
3
4

ߙߢ√ߙ
ߚ

ቆ
2
3

−
ߟ

ஶߟ
+

1
3

൬
ߟ

ஶߟ
൰

ଷ

ቇ +
1
2

ଷߙߢ√

ߚ
ቆ1 − ൬

ߟ

ஶߟ
൰

ଶ
ቇ

߲
߲ܶ

൬
ߟ

ஶߟ
൰.      (20) 

Используя (20), находим вклад поверхности в теплоемкость системы ܥ 

ܥ = ܶ ൬
߲ܵ
߲ܶ

൰


=  
ܶߙ2

ߚ
ቈߙ௦

ߟ

ஶߟ
−

3
4 ߙߢ√ ቆ1 − ൬

ߟ

ஶߟ
൰

ଶ
ቇ

߲
߲ܶ

൬
ߟ

ஶߟ
൰ − 

−
ܶߙ
ߚ

ቈߙ௦
ߟ

ஶߟ
−

1
2 ߙߢ√ ቆ1 − ൬

ߟ

ஶߟ
൰

ଶ
ቇ

߲ଶ

߲ܶଶ ൬
ߟ

ஶߟ
൰ − 

−
ܶߙ
ߚ

ߙ௦ + ߙߢ√ ൬
ߟ

ஶߟ
൰൨ 

߲
߲ܶ

൬
ߟ

ஶߟ
൰൨

ଶ

−
3
8

ߙܶ
ଶ√ߢ

ߙ√ߚ
ቆ

2
3

−
ߟ

ஶߟ
+

1
3

൬
ߟ

ஶߟ
൰

ଷ

ቇ.   (21) 

В формулах (20), (21) использованы обозначения: 
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߲
߲ܶ

൬
ߟ

ஶߟ
൰ =

௦ߙߙ

ߢ2√2
⎝

⎛ ௦ߙ

ߢ2√
1

ටߙସ + ௦ߙ
ଶ

ߢ2 ଷߙ

−
1

൫√ߙ൯
ଷ

⎠

⎞ ; 

߲ଶ

߲ܶଶ ൬
ߟ

ஶߟ
൰ =

ߙ
ଶߙ௦

ߢ2√4

⎝

⎜
⎜
⎛ ௦ߙ

ߢ2√

ଷߙ4 + 3
2

௦ߙ
ଶߙଶ

ߢ

ඨ൬ߙସ + ௦ߙ
ଶ

ߢ2 ଷ൰ߙ
ଷ

−
3

൫√ߙ൯
ହ

⎠

⎟
⎟
⎞

. 

Наиболее быстро меняющиеся с температурой слагаемые в формуле (21) 
пропорциональны ~|ܶ − ܶ|ିସ. Вследствие этого следует ожидать, что вблизи 
температуры фазового перехода ܶ  вклад поверхности в теплоемкость может 

превысить скачок теплоемкости Δܥ = 
ఈబ

మ
с்

ଶఉ
, связанный с фазовым переходом в 

объеме материала. Если считать, что линейный размер материала в направле-
нии, перпендикулярном поверхности образца, равен ܮ, то это произойдет при 

температурах |ܶ − ܶ| < ≈ 
ఈೞ

మ

√ఈబ
మ. Температурная зависимость теплоемкости ܥ 

на примере кристалла ТГС показана на рис. 3, откуда видно, что уже при тем-
пературах |ܶ − ܶ| < 20 К вклад поверхности в теплоемкость начинает превы-
шать скачок теплоемкости Δܥ, связанный с фазовым переходом в объёмном ма-
териале. 

 
Рис. 3. Температурная зависимость теплоемкости кристалла ТГС, ߙ௦ > 0 

 
Выражения (20), (21) справедливы в температурной области ܶ < ܶ  для 

любых знаков коэффициента ߙ௦. В случае отрицательного знака ߙ௦ температу-
розависимый вклад поверхности в термодинамические характеристики мате-
риала сохраняется также в области ܶ > ܶ вплоть до температуры поверхност-
ного фазового перехода ௦ܶ. Однако поведение параметра порядка (ݖ)ߟ  в этой 
области описывается другими аналитическими выражениями и поэтому требу-
ется отдельный расчет соответствующих величин.  



77 

Используя полученное ранее выражение (9) для первого интеграла урав-
нения (1), вычислим свободную энергию (16) полупространства для случая 
௦ߙ < 0: 

ܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ + න ൬−ߟߙଶ +

1
2

ସ൰ߟߚ
ஶ



 .ݖ݀

Учитывая дифференциальное равенство (10), поменяв пределы интегри-
рования, перейдем в интеграле к новой переменной ߟ 

ܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ + න ൬−ߟߙଶ +

1
2

ସ൰ߟߚ

ఎబ



ߟ݀∗ߜ∗ߟ

ଶ(∗ߟ)ඥߟ + ଶߟ
. 

Вычисление полученного интеграла удобно проводить в безразмерных 
переменных 

ܨ =
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ + ∗ߜଶ(∗ߟ)|ߙ| න

ݔ) + (ଷݔ

√1 + ଶݔ

ఎబ
ఎ∗ൗ



ݔ݀ = 

=
1
2

ߟ௦ߙ
ଶ +

1
3

∗ߜଶ(∗ߟ)|ߙ| ቐቈ1 + ൬
ߟ

൰∗ߟ
ଶ


ଷ

ଶൗ

− 1ቑ.                      (22) 

Равновесное значение параметра ߟ  определяется из условия минимума 
ௗி

ௗఎబ
 = 0 свободной энергии (22): 

ߟ௦ߙ + ඨ1∗ߜߟ|ߙ| + ൬
ߟ

൰∗ߟ
ଶ

= 0, 

откуда 

ߟ = ඨ൬∗ߟ
௦ߙ

൰∗ߜ|ߙ|
ଶ

− 1. 

Полученное выражение для ߟ  совпадает с формулой (12), полученной 

ранее. Условие термодинамической устойчивости 
ௗమ(ி)
ௗ(ఎబ)మ (ߟ)  > 0 выполняется 

вплоть до температуры ௦ܶ. Обобщенная восприимчивость ߯(ܶ) системы по от-
ношению к внешнему полю, сопряженному параметру ߟ, 

߯(ܶ) =
௦ߙ

)ߢ√ߟ ௦ܶ − ܶ)
 

при ܶ = ௦ܶ расходится по закону Кюри-Вейса, как того требует теория фазовых 
переходов Ландау. 

Поставляя выражение ߟ в свободную энергию (22), находим ее значение 
в состоянии равновесия 
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ܨ =
1
2

ଶ(∗ߟ)௦ߙ ቆ൬
௦ߙ

൰∗ߜ|ߙ|
ଶ

− 1ቇ +
1
3

௦ߙ
ଷ

ଶ(∗ߜ|ߙ|) ଶ(∗ߟ) −
1
3

 (23)        .∗ߜଶ(∗ߟ)|ߙ|

Вклад поверхности в энтропию системы ܵ  определяется, как известно, 
путем дифференцирования свободной энергии ܨ по температуре: 

ܵ = −
ܨ߲
߲ܶ

=
௦ߙ

ߚ
+

ߢߙඥ2ߙ
ߚ

(ܶ − ܶ)
ଵ
ଶ.                                  (24) 

Используя выражение (24), находим вклад поверхности в теплоемкость 
системы ܥ: 

ܥ = ܶ ൬
߲ܵ
߲ܶ

൰


=
1
2

ߢߙඥ2ߙܶ
ߚ

(ܶ − ܶ)ିଵ
ଶ.                             (25) 

Обращает на себя внимание независимость ܥ  от параметров поверхно-
сти, что говорит об универсальном поведении теплоемкости вблизи поверхно-
стного фазового перехода. В самой точке поверхностного фазового перехода ௦ܶ 
теплоемкость испытывает скачок Δܥ 

หΔܥห =
1
2

௦ܶߙඥߙߢ
ߚ

( ௦ܶ − ܶ)ିଵ
ଶ. 

Таким образом, при наличии в системе поверхностного фазового перехо-
да (коэффициент ߙ௦ < 0) температурные аномалии в поведении теплоемкости 
начинают проявляться уже при температурах ܶ > ܶ (рис. 4). Эксперименталь-
но, по-видимому, существование поверхностного фазового перехода будет про-
являться как размытие объемного фазового перехода, зависящее от свойств по-
верхности. Заметим, что в непосредственной близости к ܶ полученные темпе-
ратурные зависимости восприимчивости, теплоемкости несправедливы из-за 
флуктуационных эффектов. Однако эта температурная область в случае сегне-
тоэлектрических, сегнетоэластических и других структурных фазовых перехо-
дов, как показал А.П. Леванюк, очень мала (см., например, [14]). 

 
Рис. 4. Зависимость нормированной теплоемкости кристалла ТГС от  

температуры, ߙ௦ < 0 
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Итак, влияние поверхности на фазовые переходы в полупространстве за-
ключается в изменении температурных зависимостей термодинамических ха-
рактеристик в случае ߙ௦ > 0, и возникновении поверхностного упорядочения в 
случае ߙ௦ < 0, сопровождающегося температурным размытием их. Смещения 
температуры фазового перехода ܶ в объеме материала ни в том, ни в другом 
случае не происходит. В заключение этого параграфа, используя выражение 
(13), построим фазовую диаграмму (рис. 5).  

 
Рис. 5. Фазовая диаграмма полуограниченного образца: 1 – линия  

поверхностных фазовых переходов; 2 – линия объемных фазовых переходов 
 

2. Тонкая пластина 
 

В тонкой пластине, в отличие от полупространства, температура фазового 
перехода будет отличаться от температуры фазового перехода в объемном ма-
териале. Влияние на смещение температуры фазового перехода в первую оче-
редь оказывают свойства поверхности пластины. Нахождение этих зависимо-
стей – цель данного раздела. Для ферромагнитных материалов такая задача рас-
сматривалась в работах [1-5], для сегнетоэлектриков, сегнетоэластиков в рабо-
тах [6-10, 15]. 

Решение уравнения (1) для пластины представляется через эллиптические 
функции, по этой причине решение граничных задач сопряжено со значитель-
ными трудностями. Во избежание неоправданно громоздких расчетов будем 
находить температуру фазового перехода в пластине как точку потери устойчи-
вости однородного решения соответствующего линейного уравнения. Ясно, что 
качественная картина фазового перехода в пластине будет такой же, как в по-
лупространстве. Поэтому рассмотрим отдельно случаи разных знаков ߙ௦. Пред-
положим, что ߙ௦ > 0. Полная система соотношений для определения темпера-
туры фазового перехода в этом случае имеет вид  
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ߢ
݀ଶߟ
ଶݖ݀ + ߟߙ = 0;                                                    (26) 

ߢ
ߟ݀
ݖ݀

(0) = ;(0)ߟ௦ߙ                                                  (27) 

ߢ
ߟ݀
ݖ݀

(݈) =  (28)                                                  ,(݈)ߟ௦ߙ−

где ݈ – толщина пластины. Задача (26) – (28) есть задача на собственные значе-
ния Штурма-Лиувилля относительно параметра ߣ = ߙ ⁄ߢ . Уравнение на собст-
венные значения для данной задачи имеет вид 

tg √݈ߣ =
ߢ/௦ߙߣ√2

ߣ −  .ଶ(ߢ/௦ߙ)

Наименьшее собственное значение λ = λ1 определяет температуру фазово-
го перехода ܶ в пластине (рис. 6): 

ܶ = ܶ − Δܶ = ܶ −
ߢଵߣ
ߙ

.                                          (29) 

  
Рис. 6. Зависимость смещения Δܶ  температуры фазового перехода  

кристалла ТГС от приведенной толщины l/a пластины и нормированной  
толщины поверхностного слоя ls /a, ߙ௦ > 0 

 
Как видно из выражения (29), температура фазового перехода смещается 

в сторону более низких температур, а величина смещения Δܶ зависит от тол-
щины пластины l, от длины экстраполяции s = 


ఈೞ

 – параметра, характеризую-

щего расстояние изменения поляризации «вне образца» (рис. 7). Длина экстра-
поляции s впервые введена в теории жидких кристаллов [16]. Затем в [10] и 
других она использовалась как величина, альтернативная α௦, характеризующая 
закрепление параметра порядка на поверхности – чем больше длина экстрапо-
ляции, тем слабее закрепление параметра порядка на поверхности. 
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Рис. 7. Длина экстраполяции тонкой пленки 

 
Из рис. 7 видно, что с ростом длины экстраполяции s толщина ls неодно-

родного слоя, прилегающего к поверхности, уменьшается, следовательно, ls 
пропорциональна ߙ௦. Толщину ls поверхностного слоя в случае сегнетоэлектри-
ков можно оценить, например, из выражения для диэлектрической проницае-
мости неупорядоченной фазы: 

ߝ =
௦݈ߨ4

௦ߙ
+ 1. 

Распределение параметра порядка по толщине пластины (ݖ)ߟ в точке фа-
зового перехода дается выражением 

(ݖ)ߟ
ߟ

=
௦ߙ

ଵߣඥߢ
sinඥߣଵݖ + cosඥߣଵݖ. 

Для исследования второго случая ߙ௦ < 0, когда предрасположенность по-
верхности к фазовому переходу затягивает фазовый переход в объеме в высо-
котемпературную область, используем линейное уравнение  

ߢ−
݀ଶߟ
ଶݖ݀ + ߟ|ߙ| = 0                                                   (30) 

с граничными условиями (27), (28). Учитывая, что решение уравнения (30) име-
ет вид 

(ݖ)ߟ = ௭݁ܣ ఋ∗⁄ + ௭ି݁ܤ ఋ∗⁄ , 
из граничных условий (27), (28) получаем следующую систему соотношений 
для определения коэффициентов ܣ и ܤ 

൞
ܣ − ܤ =

∗ߜ|௦ߙ|

ߢ
ܣ) +                                            ,(ܤ

݁ܣ− ఋ∗⁄ + ି݁ܤ ఋ∗⁄ =
∗ߜ|௦ߙ|

ߢ
൫݁ܣ ఋ∗⁄ + ି݁ܤ ఋ∗⁄ ൯.

� 

Условие разрешимости этой системы уравнений 
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݁ଶ ఋ∗⁄ = ቆ
ߢ − ∗ߜ|௦ߙ|

ߢ + ቇ∗ߜ|௦ߙ|
ଶ

                                            (31) 

определяет температуру фазового перехода в пластине. 
Если корень ߜ∗ уравнения (31) обозначить как ߦ, то температура фазового 

перехода ܶ в пластине 

ܶ = ܶ + Δܶ = ܶ +
ߢ

ଶߦߙ .                                       (32) 

Смещение Δܶ  температуры фазового перехода в высокотемпературную 
область зависит от толщины пластины ݈, от свойств поверхности, представляе-
мых параметром ߙ௦ (рис. 8). 

 
Рис. 8. Зависимость смещения Δܶ  температуры фазового перехода  

кристалла ТГС от приведенной толщины l/a пластины и нормированной длины 
экстраполяции ls, ߙ௦ < 0 

 
Распределение параметра порядка по толщине пластины (ݖ)ߟ в точке фа-

зового перехода ܶ дается выражением 
(ݖ)ߟ

ߟ
=

1 + ߢ/ߦ|௦ߙ|
2

݁௭ క⁄ +
1 − ߢ/ߦ|௦ߙ|

2
݁ି௭ క⁄ . 

Температурные зависимости некоторых параметров, характеризующих 
решение, таких, как ߟ, значение параметра порядка ߟ  в середине пластины, 
некоторых термодинамических характеристик можно получить из анализа точ-
ного выражения для свободной энергии ܨ пластины аналогично тому, как это 
сделано в предыдущем разделе. Покажем это. 

Естественно предположить, что распределение параметра порядка (ݖ)ߟ 
симметрично относительно середины пластины ݖ = ݈ 2⁄ . Тогда должно выпол-
няться условие 

ߟ݀
ݖ݀

൬
݈
2

൰ = 0,                                                       (33) 

согласно которому функция (ݖ)ߟ в точке ݖ = ݈ 2⁄  имеет максимум ߟ(݈ 2⁄ ) =  ߟ
௦ߙ) > 0). Первый интеграл уравнения (1) с граничным условием (33) имеет вид 
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1
2

ߢ ൬
ߟ݀
ݖ݀

൰
ଶ

= −
1
2

ଶߟߙ +
1
4

ସߟߚ +
1
2

ߟߙ
ଶ −

1
4

ߟߚ
ସ .                       (34) 

Учитывая это выражение, а также наличие у пластины двух свободных 
поверхностей, запишем её свободную энергию ܨ:  

ܨ = ߟ௦ߙ
ଶ + 2 ∫ ቀ−ߟߙଶ + ଵ

ଶ
ସߟߚ + ଵ

ଶ
ߟߙ

ଶ − ଵ
ସ

ஶߟߚ
ସ ቁ


మ

  ,ݖ݀

которую можно записать в более удобном виде 

ܨ = ߟ௦ߙ
ଶ + 2 න ൬−ߟߙଶ +

1
2

ସߟߚ + ߟߙ
ଶ −

1
2

ߟߚ
ସ ൰

 ଶ⁄



ݖ݀ − ൬
1
2

ߟߙ
ଶ −

1
4

ஶߟߚ
ସ ൰ ݈.   (35) 

Определяя ݀ݖ из формулы (34) и подставляя в (35), находим 

ܨ = ߟ௦ߙ
ଶ + ൬−

1
2

ߟߙ
ଶ +

1
4

ߟߚ
ସ ൰ ݈ +

ߟߙ
ଷ ߜ

ஶߟ
න ቀඥ(1 − ଶ)(ܾଶݔ − ଶ)ቁݔ ݔ݀

ଵ

ఎబ
ఎ

.     (36) 

Здесь ݔ = 
ఎ

ఎ
;   ܾଶ = 2 ቀఎಮ

ఎ
ቁ

ଶ
− 1. 

Интеграл в формуле (36) выражается через эллиптические интегралы 
первого ܨ(߮, ݇) и второго ܧ(߮, ݇) рода (при записи соответствующих им пол-
ных эллиптических интегралов ܭ(݇) и ܧ(݇) аргумент ߮ опускается): 

ܨ = ߟ௦ߙ
ଶ + ൬−

1
2

ߟߙ
ଶ +

1
4

ߟߚ
ସ ൰ ݈ +

ߟߙ2
ଷ ߜ

ஶߟ3
ඨ2 ൬

ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
− 1 × 

× ቊ൬
ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
�

⎣
⎢
⎢
⎡
ܧ

⎝

⎛ 1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞ − ܧ

⎝

⎛arcsin ൬
ߟ

ߟ
൰ ,

1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞

⎦
⎥
⎥
⎤

− 

�− ቈ൬
ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
− 1

⎣
⎢
⎢
⎡
ܭ

⎝

⎛ 1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞ − ܨ

⎝

⎛arcsin ൬
ߟ

ߟ
൰ ,

1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞

⎦
⎥
⎥
⎤

⎭
⎬

⎫
.  (37) 

Функция ܨ = ߟ)ܨ ,   в условияхߟ  иߟ ) как функция двух переменныхߟ
термодинамического равновесия должна принимать минимальное значение 
(рис. 9). 

Необходимые условия минимума 
ܨ߲
ߟ߲

= 0;   
ܨ߲

ߟ߲
= 0 

представляют собой систему уравнений для определения равновесных значений 
переменных ߟ и ߟ. Получить эту систему проще, дифференцируя выражение 
(36) по правилу Лейбница: 
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Рис. 9. График функции ܨ = ,ߟ)ܨ  (ߟ

 

ߟ௦ߙ2 − ߙ
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ଶ

ஶߟ
ඨቆ1ߜ −

ߟ
ଶ

ߟ
ଶ ቇ ቆ2
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ߟ
ଶ −

ߟ
ଶ

ߟ
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ߟ
ଶ

ߟ
ଶ ቇ ቆ2

ஶߟ
ଶ

ߟ
ଶ −

ߟ
ଶ

ߟ
ଶ − 1ቇ + 

ߙ+
ߟ

ଶ

ஶߟ
ߜ න ቌ3ඥ(1 − ଶ)(ܾଶݔ − (ଶݔ + ଶඨܾଶݔ − ଶݔ

1 − ଶݔ + ଶݔ) − ܾଶ − 1)ඨ 1 − ଶݔ

ܾଶ − ଶቍݔ ݔ݀ = 0.
ଵ

ఎబ
ఎ

 

После преобразований данная система примет вид 

2
௦ߙ

ߜ
ߟ − ߙ

ߟ
ଶ

ஶߟ
ඨቆ1 − ൬

ߟ

ߟ
൰

ଶ
ቇ ቆ2 ൬

ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
− ൬

ߟ

ߟ
൰

ଶ
− 1ቇ = 0;          (38) 

ߟߙ−
݈
ߜ

+ ߟߚ
ଷ ݈

ߜ
+ ߙ

ߟߟ

ஶߟ
ඨቆ1 − ൬

ߟ

ߟ
൰

ଶ
ቇ ቆ2 ൬

ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
− ൬

ߟ

ߟ
൰

ଶ
− 1ቇ + 

+
ߙ
3

൬
ߟ

ஶߟ
൰

ଶ
ඨ2 ൬

ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
− 1 ×

⎩
⎨

⎧
൬

ஶߟ

ߟ
൰

ଶ

⎣
⎢
⎢
⎡
ܧ

⎝

⎛ 1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞ −�� 

− ܧ�

⎝

⎛arcsin ൬
ߟ

ߟ
൰ ,

1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞

⎦
⎥
⎥
⎤

− ൦5 − 2 ൬
ஶߟ

ߟ
൰

ଶ
−

3

2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1
൪ × 

×

⎣
⎢
⎢
⎡
ܭ

⎝

⎛ 1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1⎠

⎞ − ܨ

⎝

⎛arcsin ൬
ߟ

ߟ
൰ ,

1

ට2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
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− 1⎠

⎞
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⎥
⎥
⎤
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�−
ߟ

ߟ
ඪቆ1 − ൬

ߟ

ߟ
൰

ଶ
ቇ ൮1 −

1

2 ቀߟஶ
ߟ

ቁ
ଶ

− 1
൬

ߟ

ߟ
൰

ଶ

൲

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

= 0.                    (39) 

Численное решение данной системы позволяет построить нормированные 
зависимости параметра порядка на поверхности ߟ/ߟஶ и в середине ߟ/ߟஶ плен-
ки от ее толщины (рис. 10а), коэффициента ߙ௦ (рис. 10б), температуры (рис. 10в). 

  
а) 

        
б) 

  
в) 

Рис. 10. Нормированные зависимости параметра порядка на поверхности 
ஶߟ/ߟ ஶ и в серединеߟ/ߟ  пленки от ее толщины (а), коэффициента ߙ௦  (б) и 
температуры (в) 

 
Аналогичные зависимости можно построить для нормированной свобод-

ной энергии, подставив найденные равновесные значения параметра порядка в 
выражение (37) (рис. 11). 
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Рис. 11. Нормированные зависимости равновесной свободной энергии 

 ௦(б) и температуры (в)ߙ ஶ пленки от ее толщины (а), коэффициентаܨ/ܨ
 

С помощью выражения для свободной энергии (37) легко найти темпера-
турные зависимости теплоемкости пленки (рис. 12). 
 

 
Рис. 12. Температурные зависимости нормированной теплоемкости 

 ஶ пленкиܥ/ܥ
 

3. Ориентационные поверхностные магнитные фазовые переходы 
 

Спин-переориентационные переходы в магнетиках могут происходить 
как вследствие температурной зависимости констант магнитной анизотропии, 
так под влиянием внешних воздействий, например, магнитными и механиче-
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скими полями [1, 17, 18]. Рассмотрим в качестве примера гексагональный фер-
ромагнетик, энергия анизотропии которого имеет вид 

анܨ = ߠଵsinଶܭ +  .ߠଶsinସܭ
Будем считать, что константа анизотропии ܭଵ при переходе через некото-

рую температуру ଵܶ меняет знак. Предполагая сначала, что ܭଶ > 0, проанали-
зируем возможные равновесные состояния ферромагнетика. Минимуму ܨан  
отвечают следующие равновесные фазы: 

I) ߠ = 0, ߠII) sinଶ  ;ߨ = − 
భ

ଶమ
;  III) ߠ = 

గ
ଶ

. 

Условия устойчивости этих фаз 
డమிан
డఏమ  > 0, соответственно, имеют вид: 

I) ܭଵ > 0;  II) ܭଵ < 0, ଵܭ  + ଶܭ2 > 0;  III) ܭଵ + ଶܭ2 < 0. 
Фазы I, III в соответствии с терминологией, сложившейся в магнетиках, 

называют «легкоосной» и «легкоплоскостной». Фаза II, где вектор намагничен-
ности изменяет направление  с температурой непрерывным образом, называют 
угловой. Переходы между фазами I и II и между фазами II и III есть переходы 
второго рода, происходящие по механизму потери устойчивости при темпера-
турах ଵܶ и ଶܶ, которые определяются из условий 

)ଵܭ ଵܶ) = )ଵܭ   ;0 ଶܶ) + )ଶܭ2 ଶܶ) = 0. 
Переход между фазами I и II описывается параметром порядка ߟ = ߠ ≈ sinߠ. 
При переходе между фазами II и III роль параметра порядка η играет угол 

= ߟ ߨ
2ൗ −  .ߠ

Если ܭଶ < 0, то угловая фаза II будет неустойчива при любых температу-
рах, а  переход между фазами I и III будет происходить по механизму фазового 
перехода первого рода, температура которого ܶ∗ определяется из условия ра-
венства термодинамических потенциалов контактирующих фаз 

(∗ܶ)ଵܭ + (∗ܶ)ଶܭ = 0. 
Результаты анализа показаны на рис. 13. 

                     
Рис. 13. Температурная зависимость угла ߠ, определяющего равновесную 

ориентацию вектора намагниченности ܯሬሬ⃗ : а)  ܭଶ > 0;  б) ܭଶ < 0 
 

T  T2 T1 
а)  

T*  
T  T2 T1 

π/2 
θ 

б)  

π/2 
θ 
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В силу показанного выше различного поведения намагниченности в объ-
еме материала, поверхностные переходы в этом случае тоже отличаются разно-
образием. Анализ возможных перестроек и фазовых переходов на поверхности 
может быть выполнен также как и ранее, поскольку в этом случае работает тео-
рия фазовых переходов Ландау [1, 17]. В принципе по этой причине можно 
воспользоваться уже выше полученными формулами, выполняя в них необхо-
димые переобозначения. С другой стороны, используя известное выражение 
для свободной энергии неоднородного ферромагнетика, 

ܨ = න ൬
1
2

ܯߙ
ଶ൫ߘሬ⃗ ൯ߠ

ଶ
+ ܯଵߚ

ଶsinଶߠ + ܯଶߚ
ଶsinସߠ൰



ܸ݀,                  (40) 

где ܯ  – величина спонтанной намагниченности, ߚଵܯ
ଶ = ଵܭ ܯଶߚ ,

ଶ = ଶܭ , 
ଵߚ = ܶ)ଵߚ − ଵܶ), ܶ < ଵܶ, можно получить все необходимые результаты непо-
средственно. Действительно, предполагая, что поверхностная энергия образца 
имеет вид 

௦ܨ =  (41)                                                       ,ߠ௦sinଶܭ
и, варьируя  сумму выражений (40), (41) по ߠ, получаем уравнения равновесия 
намагниченности для полупространства ݔ ≥ 0 и граничные условия к нему 

ߙ−
݀ଶߠ
ଶݔ݀ + ߠcosߠଵsinߚ2 + ߠcosߠଶsinଷߚ4 = 0;                         (42) 

(∞)ߠ = ;ஶߠ                                                        (43) 

ߙ�
ߠ݀
ݔ݀

ฬ
௫ୀ

=  ௫ୀ,                                        (44)|ߠcosߠ௦sinߚ�2

где ߠஶ = arcsin  ට− భ
ଶమ

௦ߚ  , = 
ೞ
ெబ

మ. 

При записи системы (42) – (44) также предположено, что вектор намагни-
ченности ܯሬሬ⃗  и в глубине материала и на поверхности параллелен этой поверх-
ности. В противном случае необходимо было бы учитывать размагничивающие 
магнитные поля и, как следствие этого, разбиение образца на домены. После 
вычисления первого интеграла уравнения (42) и учета граничного условия (43), 
получаем 

ߙ
ଶߚ2

൬
ߠ݀
ݔ݀

൰
ଶ

= (sinଶߠஶ − sinଶߠ)ଶ.                                     (45) 

Разделяя переменные в уравнении (45), находим общее решение 

tgߠ = tgߠஶ
ୱ୧୬ଶఏಮ݁݁ܥ

௫
 + 1

ୱ୧୬ଶఏಮ݁݁ܥ
௫

 − 1
.                                       (46) 

Здесь ܥ > 0 произвольная постоянная и введено обозначение ݈  для ха-
рактерной длины изменения ориентации намагниченности 
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݈ = ඨ
ߙ

ଶߚ2
. 

Определяя из граничного условия (44) постоянную ܥ и подставляя резуль-
тат в (46), находим окончательное выражение для искомой функции ߠ =  ,(ݔ)ߠ
дающей ориентацию вектора спонтанной намагниченности ܯሬሬ⃗  в материале 

tgߠ = tgߠஶ

൬ට1 + ߙ
௦ߚ4

ଶ݈
ଶ − ߙ

௦݈ߚ2
൰ ݁

௫
 + 1

൬ට1 + ߙ
௦ߚ4

ଶ݈
ଶ − ߙ

௦݈ߚ2
൰ ݁

௫
 − 1

.                          (47) 

Ориентация вектора намагниченности на поверхности магнетика ܯሬሬ⃗  опре-
деляется углом ߠ, который находится из выражения (47), если в нем положить 
ݔ = 0: 

tgߠ = tgߠஶ

ට1 + ߙ
௦ߚ4

ଶ݈
ଶ − ߙ

௦݈ߚ2
+ 1

ට1 + ߙ
௦ߚ4

ଶ݈
ଶ − ߙ

௦݈ߚ2
− 1

.                              (48) 

Поведение угла ߠ, как это следует из формулы (48), различное в зависи-
мости от знака ߚ௦ . Если ߚ௦ > 0, то поверхность препятствует фазовому перехо-
ду в материале: ߠ → 0 при ܶ → ଵܶ, причем по закону, более быстрому, чем в 
объеме материала: ߠ~(ܶ − ଵܶ)ଷ

ଶൗ  (рис. 14а). Если ߚ௦ < 0, то поверхность пред-
расположена к фазовому переходу в материале:  ߠ → const  при ܶ → ଵܶ 
(рис. 14б). При построении использовались параметры Co: ߙ = 1.46 ∙
10ିଵଶ смଶ, ଵߚ  = 2, ଶߚ  = 20, ଵܶ = 300 K.  

 
а)                                                             б) 

Рис. 14. Зависимость нормированного угла поворота вектора  
намагниченности на поверхности образца от температуры в случае  
положительной (а) и отрицательной (б) энергии анизотропии 

 
Заметим, что переходу между фазами II и III поверхность благоприятст-

вует, если значение ߚ௦ > 0, и препятствует, если ߚ௦ < 0, в отличие от рассмот-
ренного случая. 
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4. Поверхностный фазовый переход второго рода в неоднородное состояние 
 

Как показано в работе [11], на поверхности возможен фазовый переход в 
неоднородное состояние с образованием сверхструктуры, обусловленный нали-
чием стрикционной связи параметра порядка с упругими деформациями. Неод-
нородное пространственно-модулированное распределение параметра порядка 
на поверхности  приводит к  возникновению неоднородной структуры – неод-
нородному распределение упругих напряжений – в приповерхностном слое, ис-
чезающее с удалением от поверхности. 

Пусть поверхностная свободная энергия ܨ௦ имеет вид 

௦ܨ = ௦ܨ +
1
2

න ሬ⃗ߘ௦൫ߢ) ൯ߟ
ଶ

(ௌ)

+  ଶ)݀ܵ,                                     (49)ߟ௦ߙ

где ܨ௦ – часть свободной энергии поверхности, не связанная с фазовым пере-
ходом, ߙ௦ = ܶ)௦ߙ − ௌܶ),  ௌܶ – температура поверхностного фазового перехода. 
Далее рассматриваем полупространство ݖ ≥ 0.  

Возникновение параметра порядка η на поверхности обязательно сопро-
вождается ее деформацией, которая описывается тензором деформаций ݑ . 
Предполагая, что деформации ݑ малы, запишем вариацию свободной энергии 
в виде ܨߜ௦ = ݑߦ . Тензор  коэффициентов пропорциональности ߦ в этом вы-
ражении подчиняется очевидному условию ߦ = 0 [20] отсутствия расширения 
поверхности и условию симметрии по индексам ݅ и ݇:  ߦ = ߦ . 

Учет упругого деформирования поверхности при фазовом переходе с не-
обходимостью влечет за собой включение дополнительных слагаемых в сво-
бодную энергию (49) 

Δܨ =
1
2

න ܸ݀ݑߪ
()

+ න ,݀ܵݑߦ
(ௌ)

                                 (50) 

где ߪ – тензор упругих напряжений. Условие упругого равновесия в объеме 

материала 
డఙೖ
డ௫ೖ

 = 0  позволяет интеграл по объему свести к интегралу по по-

верхности, и записать (50) в виде 

Δܨ =
1
2

න ൬ߪݑ݊ + ߦ
ݑ߲

ݔ߲
൰ ݀ܵ

(ௌ)

.                                (51) 

Здесь ݑሬ⃗ = ൛ݑ௫ , ௬ݑ , ௭ൟݑ  – вектор упругого смещения точек среды, ሬ݊⃗ = 
= ൛݊௫ , ݊௬, ݊௭ൟ  – вектор нормали к поверхности в данной точке. Компоненты 

вектора ݑሬ⃗ , равно как и производные от них  
డ௨
డ௫ೖ

, на поверхности должны удов-

летворять определенным граничным условиям. Если к единице площади по-
верхности приложена внешняя сила ⃗ܨ, то эти условия будут иметь вид [20]:  

݊ߪ = ܨ , 
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или через компоненты вектора смещений ݑሬ⃗  

௫ܨ = ߤ2 ቊ
ߥ

1 − ߥ2
݊௫ݑ +  

௫ݑ߲

߲݊
+

1
2

ቈ݊௬ ቆ
௬ݑ߲

ݔ߲
−

௫ݑ߲

ݕ߲
ቇ + ݊௭ ൬

௭ݑ߲

ݔ߲
−

௫ݑ߲

ݖ߲
൰ቋ ; 

௬ܨ = ߤ2 ቊ
ߥ

1 − ߥ2
݊௬ݑ +  

௬ݑ߲

߲݊
+

1
2

ቈ݊௭ ቆ
௭ݑ߲

ݕ߲
−

௬ݑ߲

ݖ߲
ቇ + ݊௫ ቆ

௫ݑ߲

ݕ߲
−

௬ݑ߲

ݔ߲
ቇቋ ; (52) 

௭ܨ = ߤ2 ቊ
ߥ

1 − ߥ2
݊௭ݑ +  

௭ݑ߲

߲݊
+

1
2

ቈ݊௫ ൬
௫ݑ߲

ݖ߲
−

௭ݑ߲

ݔ߲
൰ + ݊௬ ቆ

௬ݑ߲

ݖ߲
−

௭ݑ߲

ݕ߲
ቇቋ . 

Здесь ݑ = ௫௫ݑ + ௬௬ݑ +  .модуль сдвига – ߤ ,коэффициент Пуассона – ߥ ,௭௭ݑ
Далее рассматриваем полупространство ݖ ≥ 0.  Представляя тензор ߦ  в 

виде 
ߦ = ߛ)    ,ߟߛ = 0), 

записываем свободную энергию (51):  

Δܨ = න ൬
1
2

ݑܨ + ߟߛ
ݑ߲

ݔ߲
+ ߟ௭ߛ

ݑ߲

௭ݔ߲
൰ ݕ݀ݔ݀

(ௌ)

   (ܽ = ௭ߪ ;1,2 =  ),      (53)ܨ

где компоненты ܨ определяются выражениями 

௫ܨ = ߤ2 
௫ݑ߲

ݖ߲
+

1
2

൬
௭ݑ߲

ݔ߲
−

௫ݑ߲

ݖ߲
൰൨ ; 

௬ܨ = ߤ2 ቈ
௬ݑ߲

ݖ߲
+

1
2

ቆ
௭ݑ߲

ݕ߲
−

௬ݑ߲

ݖ߲
ቇ ;                                      (54) 

௭ܨ = ߤ2 ቈ
ߥ

1 − ߥ2
ቆ

௫ݑ߲

ݔ߲
+

௬ݑ߲

ݕ߲
ቇ +

1 − ߥ
1 − ߥ2

௭ݑ߲

ݖ߲
. 

в форме, содержащей только смещения ݑ  и их производные на плоскости  
ݖ = 0. Однако минимизировать свободную энергию по этим переменным нель-
зя в силу наличия между ними зависимости, обусловленной тем, что вектор 
смещения точек среды ݑሬ⃗  удовлетворяет уравнениям упругого равновесия как в 
объеме материала так и на плоскости ݖ = 0. Исключить эту зависимость можно, 
только решив эти уравнения с неоднородными граничными условиями  

ቐ
,ݔ)௫ݑ ,ݕ 0) = ݃௫(ݔ, ;(ݕ
,ݔ)௬ݑ ,ݕ 0) = ݃௬(ݔ, ;(ݕ
,ݔ)௭ݑ ,ݕ 0) = ݃௭(ݔ, ,(ݕ

� 

где ݃(ݔ, ݖ перемещения точек плоскости – (ݕ = 0. Такая задача была решена 
Треффцом [19]: 

,ݔ)௫ݑ ,ݕ (ݖ =  ඵ{ݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯
ஶ

ିஶ

−
1

3 − ߥ4
ቀ݅݇௫ݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯ + ݅݇௬ݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯ − ௭൫ሬ݇⃗ݑݏ ൯ቁ} × 

× ݁ೣ௫ା௬ି௦௭݀݇௫݀݇௬,                                            (55) 
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,ݔ)௬ݑ ,ݕ (ݖ =  ඵ{ݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯
ஶ

ିஶ

−
1

3 − ߥ4
ቀ݅݇௫ݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯ + ݅݇௬ݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯ − ௭൫ሬ݇⃗ݑݏ ൯ቁ} × 

× ݁ೣ௫ା௬ି௦௭݀݇௫݀݇௬,                                           (56) 

,ݔ)௭ݑ ,ݕ (ݖ =  ඵ{ݑ௭൫ሬ݇⃗ ൯
ஶ

ିஶ

−
1

3 − ߥ4
ቀ݅݇௫ݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯ + ݅݇௬ݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯ − ௭൫ሬ݇⃗ݑݏ ൯ቁ} × 

× ݁ೣ௫ା௬ି௦௭݀݇௫݀݇௬;                                            (57) 

ሬ݇⃗ = ൛݇௫, ݇௬ൟ,      ݏ = ට݇௫
ଶ + ݇௬

ଶ = ݇ୄ. 

Здесь использованы обозначения: ݑ൫ሬ݇⃗ ൯  – Фурье-образы величин 
,ݔ)ݑ ,ݕ 0).  Формулы (55)-(57) позволяют выразить производные от вектора 
смещения точек среды через сами эти смещения. Для выяснения возможности 
перехода на поверхности в состояние с неоднородным распределением пара-

метра порядка η, перейдем к Фурье-образам ݑ൫ሬ݇⃗ ൯, ൫ሬ݇⃗ߟ ൯,  
డ௨
డ௭

 ൫ሬ݇⃗ ൯, …  по пере-
менным ݔ,   также в выражении для свободной энергии ݕ

Δܨ = ඵ ൬݅݇ߛߟ٭൫ሬ݇⃗ ൯ݑ൫ሬ݇⃗ ൯ + ൫ሬ݇⃗٭ߟ௭ߛ ൯
ݑ߲

௭ݔ߲
൫ ሬ݇⃗ ൯ +

1
2

ߤ
௫ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ݑ௫

൫ሬ݇⃗٭ ൯ +�
ஶ

ିஶ

 

+
1
2

ߤ
௬ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ݑ௬

٭ ൫ሬ݇⃗ ൯ +
1
2

ߤ
௭ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ݑ௭

൫ሬ݇⃗٭ ൯ +
݅݇௫ߤ

1 − ߥ2
௭൫ሬ݇⃗ݑ ൯ݑ௫

൫ሬ݇⃗٭ ൯ + 

+ � ݅݇௬ߤ
1 − ߥ2

௭൫ሬ݇⃗ݑ ൯ݑ௬
٭ ൫ሬ݇⃗ ൯൱ ݀݇௫݀݇௬.                                    (58) 

Производные 
డ௨
డ௫

 ൫ሬ݇⃗ ൯ в этом выражении можно исключить, используя фор-

мулы (55)-(57): 
௫ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ = ௫൫ሬ݇⃗ݑୄ݇− ൯ +

1
3 − ߥ4

1
݇ୄ

ൣ݇௫
ଶݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯ + ݇௫݇௬ݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯ + ݅݇௫݇ୄݑ௭൫ሬ݇⃗ ൯൧; 

௬ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ = ௬൫ሬ݇⃗ݑୄ݇− ൯ +

1
3 − ߥ4

1
݇ୄ

ൣ݇௫݇௬ݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯ + ݇௬
ଶݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯ + ݅݇௬݇ୄݑ௭൫ሬ݇⃗ ൯൧; 

௭ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ = −

2(1 − (ߥ
3 − ߥ4

௭൫ሬ݇⃗ݑୄ݇ ൯ −
1

3 − ߥ4
1

݇ୄ
ൣ݅݇௫݇ୄݑ௫൫ሬ݇⃗ ൯ + ݅݇௫݇ୄݑ௬൫ሬ݇⃗ ൯൧, 

ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ ൯ =

ݑ߲

ݖ߲
൫ሬ݇⃗ , 0൯. 

Подставляя эти соотношения в выражение (58) и варьируя по ݑ൫ሬ݇⃗ ൯ при 
фиксированных ߟ൫ሬ݇⃗ ൯ и прибавляя результаты к (49), получим  
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௦ܨ = ௦ܨ + ඵ ൬
1
2

൫ሬ݇⃗ߟ௦ߢ ൯ߟ٭൫ሬ݇⃗ ൯ +
1
2

൫ߟ௦ߙ ሬ݇⃗ ൯ߟ٭൫ ሬ݇⃗ ൯ −�
ஶ

ିஶ

 

�−݂൫ሬ݇⃗ ൯݇ୄߟ൫ሬ݇⃗ ൯ߟ٭൫ሬ݇⃗ ൯ቁ ݀݇௫݀݇௬,                                    (59) 

где ݂൫ሬ݇⃗ ൯ – положительная однородная функция нулевого порядка от компонент 
волнового вектора: 

݂൫ሬ݇⃗ ൯ =
1 − ߥ
ୄ݇ܧ

ଶ ቊ
(1 − ଶ(ߥ2

(3 − 1)(ߥ4 − (ߥ ݇ୄ
ଶߛ

ଶ +
ଶߥ32 − ߥ52 + 21

(3 − ଶ(ߥ4 ଶ(௭݇ߛ) + � 

+ ቈቆߜ −
݇݇

݇ୄ
ଶ ቇ ݇ߛ

ଶ

+ (1 − (ߥ ቈ
1

݇ୄ
݇݇ߛ −

ߥ
1 − ߥ

൨ߛୄ݇
ଶ

 + 

�+ ቈቆߜ −
݇݇

݇ୄ
ଶ ቇ ௭ߛ

ଶ

݇ୄ
ଶൡ,                                        (60) 

где ܧ – модуль Юнга материала. 
Из выражения (59) с учетом (60) следует, что фазовый переход на по-

верхности материала при учете стрикционной связи будет происходить при бо-

лее высокой температуре ܶ = ܶ +  
మ

ସఈబೞ
 в пространственно-модулированное 

состояние, характеризуемое конечным волновым вектором ݇ୄ~ 

ೞ

 ~ 
ఊమ

ாೞ
. По-

скольку в слабо деформированных кристаллах  ܧ ≫ 
ఊమ

ೞ
, где ܽ −  межатомное 

расстояние, то период сверхструктуры 1 ݇ୄ⁄ , возникающей на поверхности об-
разца, будет велик по сравнению с межатомным расстоянием. 

Заметим, что приведенные выше результаты работы [19] переложены для 
сегнетоэластиков. В работе [21] рассматривалась задача о сегнетоэластическом 
фазовом переходе в пластине, показано, что при выполнении определенных ус-
ловий влияние поверхности приводит к появлению в объеме неоднородной мо-
дулированной структуры. Изучались поверхностные явления при ферроэласти-
ческом фазовом переходе в полуограниченном кристалле тетрагональной сим-
метрии. Показано, что стрикционная связь параметра порядка с деформацией 
решетки приводит к появлению в точке поверхностного фазового перехода 
пространственно-модулированной структуры с конечным значением волнового 
вектора. Поверхностный фазовый переход происходит всегда раньше, чем фер-
роэластический фазовый переход в объеме. Подробный анализ этих работ не 
приводится по причине невозможности воспроизведения нами их результатов 
из-за непонятного характера используемых в них приближений. 
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STRUCTURAL SURFACE PHASE TRANSITIONS 
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 Based on Landau theory the features of the effect of surface energy on the order parameter, 
the specific heat, the generalized susceptibility of ferroics near the temperature of the structural 
phase transition are investigated. The influence of surface properties of a thin ferroic plate on the 
displacement of the phase transition temperature, order parameter, heat capacity has been 
shown.The surface effect on spin-reorientation transitions in hexagonal ferromagnets has been con-
sidered. The phase transition to the inhomogeneous state on the surface of the material when consi-
dering the striction coupling will occur at a higher temperature than in the volume of the material 
has been shown. 
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В работе методом молекулярной динамики проведено моделирование дефор-
мации металлического стекла железа в условиях одноосного сжатия. Установлено, что 
пластическое течение сопровождается формированием и распространением полосы 
сдвига. Анализ перестройки атомной структуры выявил резкое уменьшение доли ико-
саэдров в области полосы. 

 
Ключевые слова: металлическое стекло, молекулярная динамика, пластич-

ность, деформация, полоса сдвига, многогранник Вороного, икосаэдр. 
 

Уникальные физические свойства металлических стекол (МС) во многом 
обусловлены особенностями организации их атомной структуры. В последние 
годы активно изучаются механизмы пластической деформации МС на атомном 
уровне. Поскольку отсутствие трансляционной симметрии существенно за-
трудняет изучение эволюции атомной структуры этих материалов в процессе 
пластической деформации, широкое применение в этой области исследований 
находят методы атомистического компьютерного моделирования [1, 2]. 

В настоящей работе методом молекулярной динамики было проведено 
моделирование пластической деформации МС железа в условиях одноосного 
сжатия.  

Модель исходного расплава содержала 500000 атомов железа, располо-
женных в расчетной ячейке размерами Lx = 62.67 Å, Ly = 250.68 Å, Lz = 501.36 Å 
с периодическими граничными условиями. Взаимодействие между атомами 
железа описывалось при помощи парного потенциала Пака-Доямы [3]. Модель 
МС железа была получена путем закалки от 2300 К до 0 К со скоростью 
2.2×1012 K/c. Данная скорость закалки является минимально возможной: ее 
уменьшение приводит к формированию поликристаллической или аморфно-
кристаллической структуры (рис. 1).  

Далее была выполнена деформация модели со скоростью 6.67107 с-1 при 
поддержании постоянной температуры 50 К. Исходные размеры образца соста-
вили 57.6, 230.5 и 461.1 Å по осям x, y и z соответственно. Чтобы обеспечить 
возможность сдвига одной части образца относительно другой, периодические 
граничные условия вдоль оси y были убраны.  

Полученная кривая напряжение  – деформация , а также зависимость 
потенциальной энергии Ep от деформации показана на рис. 2. На начальной уп-
ругой стадии, до значений деформации  ~ 5% напряжение  возрастает прямо 
пропорционально величине деформации, потенциальная энергия системы Ep 
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монотонно увеличивается. При  > 5%  происходит отклонение от линейной за-
висимости (), что указывает на возрастание числа локальных неупругих 
атомных перестановок в образце. 

 

       

Рис. 1. Изображение модели при различных скоростях закалки. Темный 
цвет соответствует решетке ОЦК, светлый – аморфной структуре  
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Рис. 2. Зависимости напряжения и потенциальной энергии от степени  

деформации 
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При достижении величины деформации  = 8 % происходит уменьшение 
величины напряжения  от максимального значения 7.95 ГПа до 5.1 ГПа при 
= 8.5 %, на деформационной кривой наблюдается зуб текучести. Практически 
синхронно с падением  начинается спад значений потенциальной энергии Ep. 
При  > 8.5 % кривая носит немонотонный характер без деформационного уп-
рочнения.  

Процесс локализации неупругой деформации контролировался с помо-
щью квадратичных неаффинных смещений 2

minD  [4], которые произошли с мо-
мента начала нагружения. На рис. 3 показаны изображения модели при различ-
ной величине деформации, на которых цвет атома указывает величину 2

minD  
(светлее – больше). Области, имеющие высокие значения 2

minD , претерпевают 
большие неупругие сдвиговые перестройки.  

Как видно из рис. 3, при  > 8 % происходит локализация пластической 
деформации в узкую полосу сдвига, направленную под углом 450 к оси нагру-
жения. Начало формирования полосы совпадает по времени с резким спадом 
величины напряжения и потенциальной энергии. После формирования полосы 
сдвига дальнейшее пластическое течение происходит путем скольжения одной 
части образца как целого относительно другой части вдоль полосы. Распро-
странение полосы с момента зарождения и до достижения противоположной 
грани образца происходит в интервале деформации  = 0.1% за время 15 пс. 

 

 
         = 8.02 %                            = 8.07 %                              = 8.12 % 
 

Рис. 3. Изображения модели на различных стадиях распространения  
полосы сдвига 
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Для анализа закономерностей перестройки атомной структуры в процессе 
сжатия модели после каждого шага деформации определялось количество МВ 
различного типа.  

На рис. 4 показаны зависимости доли пяти наиболее часто встречающих-
ся многогранников (0-1-10-2), (0-0-12), (0-2-8-4), (0-3-6-4) и (0-1-10-3) для вы-
деленной области шириной 40 Å, в которой распространяется полоса сдвига. С 
ростом деформации происходит постепенное снижение доли МВ с индексами 
(0-0-12) и (0-1-10-3) и рост доли многогранников (0-3-6-4). При этом темпы 
уменьшения количества икосаэдров (МВ (0-0-12)) в области полосы сдвига су-
щественно выше, чем в остальной части образца. 

При деформации 8 % доля икосаэдров в области полосы скачкообразно (в 
течение времени распространения полосы) уменьшается от 8.2 % до 7 %, и в 
дальнейшем существенно не изменяется (см. рис. 4). В остальной части образца 
после завершения распространения полосы сдвига доля икосаэдров скачком 
увеличивается до значения 9.2 % и в дальнейшем остается неизменной.   
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Рис. 4. Зависимость доли многогранников Вороного (0-1-10-2), (0-0-12), 
(0-2-8-4), (0-3-6-4) и (0-1-10-3) от величины деформации в области  
распространения полосы сдвига 

 
Характер рассмотренных зависимостей количества МВ различного типа 

от степени сжатия модели свидетельствует об определяющей роли икосаэдров в 
процессе образования полосы сдвига. Неупругая деформация локализуется 
преимущественно в тех «рыхлых» областях, в которых доминируют МВ с 
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большим количеством граней (атомные конфигурации с большими координа-
ционными числами), а количество икосаэдров невелика [1]. Когда внешнее на-
пряжение достигает некоторого критического значения, в той части образца, 
структура которой характеризуется малой долей икосаэдров, начинает форми-
роваться полоса сдвига. Процесс ее распространения сопровождается разруше-
нием значительного количества икосаэдров в соответствующей области мо-
дели. 
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In the paper, using the molecular dynamics method, the simulation of deformation of the 

iron metallic glass under conditions of the uniaxial compression was conducted. It was established 
that the plastic flow is accompanied by formation and proliferation of the shear band. Analysis of 
reconstruction of the atomic structure revealed the sharp decrease of the fraction of icosahedra in 
the area of the band. 
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Рассмотрена математическая модель принятия оперативных управленческих 

решений в подсистеме управления дорожно-патрульной службы. Модель основана на 
построении обобщенных оценок вариантов решений. Описан набор критериев, по ко-
торым оценивается каждое решение. В качестве оптимального варианта выбирается 
тот, на котором достигнут максимум функции агрегирования. Отмечается особен-
ность подхода, заключающаяся в том, что оценки постоянно изменяются, но в каждый 
момент времени могут быть вычислены. 

 
Ключевые слова: математическая модель, функция агрегирования, система 

управления. 
 
С ростом количества автотранспорта в крупных городах остается акту-

альной проблема эффективного управления центром дорожно-патрульной 
службы. К сожалению, каждый день мы сталкиваемся с наличием пробок и за-
торов на дорогах, причины которых могут быть различные: дорожно-
транспортные происшествия с занятием одной или нескольких полос движения, 
проведение ремонтных работ, технические причины, повлекшие отказ светофо-
ров, фонарей, периоды повышенной интенсивности движения, так называемые 
«часы пик» и т.д. Работа системы управления дорожно-патрульной службой за-
ключается в регулировании транспортных потоков, направлении и перераспре-
делении, оперативном устранении заторов, оформлении ДТП и обеспечении 
безопасности движения. Одной из актуальных на сегодняшний день задачей яв-
ляется задача оптимального управления потоком поступающих на диспетчер-
ский пункт вызовов о ДТП и заторах по имеющимся нарядам. Для приятия опе-
ративных управленческих решений предлагается подсистема, позволяющая 
оперативно проанализировать загруженность городских районов и предложить 
оптимальный вариант решения о перераспределении нарядом между участками. 
[1, 2] 

Для принятия оперативных управленческих решений при перераспреде-
лении экипажей между районами при возникновении ситуации, характеризую-
щейся значительным увеличением поступающих вызовов на одном из участков 
дорог, возможно применить метод, основанный на построении обобщенных 
оценок вариантов решений. Каждое решение оценивается по каждому из крите-
риев: количество ожидающих обслуживания вызовов, количество свободных 
экипажей, удаленность районного поста от места вызова, предполагаемое коли-
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чество свободных экипажей в ближайшие t1 и t2 минут . В предлагаемой модели 
в качестве Vi выбирается количество ожидающих вызовов, Ki – количество сво-
бодных экипажей в настоящий момент времени, KTi – ожидаемое количество 
свободных экипажей через промежуток времени t1,  KTTi  – ожидаемое количе-
ство свободных экипажей через промежуток времени t2 минут,  Pi  – общее ко-
личество экипажей дорожно-партульной службы на i-м посту, где ni ..1  – ин-
декс поста, n – количество постов, входящих в состав данного городского цен-
тра управления дородным движением, Li – расстояние от i-го поста до места 
вызова, Lmax – максимальное значение из множества расстояний от i-го поста до 
места вызова. 

Приоритеты критериев задаются весовыми коэффициентами, которые от-
ражают значимость каждого критерия для принятия управленческого решения. 
Формируются весовые коэффициенты D [3, 4, 5].  

Для сравнения вариантов решений используется несколько функций агре-
гирования. В качестве оптимального варианта выбирается тот, на котором дос-
тигнут максимум функции агрегирования следующего вида 

а) )),((1
1




m

j
jiii SAd

m
 ,                                                                              (1) 

б) )),(max()1()),(min( jiijiii SAdSAd   ,                            (2) 

где id  – вес критерия, ),( ji SA  – оценка критерия jS  для района iA , m  – коли-
чество критериев,   – изменяемый параметр, i – индекс района. 

Особенность подхода заключается в том, что оценки ),( ji SA  постоянно 
изменяются, поэтому и оценки i  и i  с течением времени меняется, но в каж-
дый момент времени могут быть вычислены. В случае б) с помощью параметра 
  учитываются различные стратегии при выборе оптимального решения. Если 

1 , то функция агрегирования будет представлять собой самый пессими-
стичный вариант [6, 7]. При 0  максимум функции агрегирования будет от-
ражать наиболее оптимистичный вариант принятия управленческого решения. 
Во всех остальных случаях функция агрегирования будет выявлять решения, 
отражающие в различных соотношениях пессимистические и оптимистические 
решения. 

Экономический эффект от внедрения подсистемы принятия оперативных 
управленческих решений центром дорожно-патрульной службы может дости-
гается, благодаря снижению затрат на горючее, а, следовательно, и износ запча-
стей автопарка, а также минимизацию переработок сотрудников, за счет пере-
распределения задач. Социальный эффект от применения подсистемы помощи 
в принятии оперативных управленческих решений достигается в сокращении 
времени реагирования на поступающие вызовы, а, следовательно, и обеспече-
ние максимально быстрого устранения помех с полос движения, что улучшит 
пропускную способность транспортной сети. 
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The mathematical model of the adoption of managerial decisions in the control subsystem of 
the road patrol service. The model is based on the construction of generalized estimates of 
solutions. Described a set of criteria by which to assess each solution. As the optimal option selects 
Xia one which achieved the maximum of aggregation functions. It is noted waghodia feature 
consists in the fact that estimates are constantly changing, but each time can be calculated. 
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Рассмотрена математическая модель принятия оперативных управленческих 
решений в подсистеме управления дорожно-патрульной службы на основе функции 
агрегирования. Описывается работа дорожно-патрульной службы, приводятся резуль-
таты имитационного моделирования подсистемы принятия оперативных управленче-
ских решений в уловиях недостатка транспортного ресурса в среде GPSS. Результаты 
моделирования анализируются. 

 
Ключевые слова: имитационное моделирование, система управления, GPSS. 

 
С ростом количества автотранспорта в крупных городах остается акту-

альной проблема эффективного управления центром дорожно-патрульной 
службы. К сожалению, каждый день мы сталкиваемся с наличием пробок и за-
торов на дорогах, причины которых могут быть различные: дорожно-
транспортные происшествия с занятием одной или нескольких полос движения, 
проведение ремонтных работ, технические причины, повлекшие отказ светофо-
ров, фонарей, периоды повышенной интенсивности движения, так называемые 
«часы пик» и т.д. Работа системы управления дорожно-патрульной службой за-
ключается в регулировании транспортных потоков, направлении и перераспре-
делении, оперативном устранении заторов, оформлении ДТП и обеспечении 
безопасности движения. Одной из актуальных на сегодняшний день задачей яв-
ляется задача оптимального управления потоком поступающих на диспетчер-
ский пункт вызовов о ДТП и заторах по имеющимся нарядам. Для приятия опе-
ративных управленческих решений предлагается подсистема, позволяющая 
оперативно проанализировать загруженность городских районов и предложить 
оптимальный вариант решения о перераспределении нарядом между участками 
[1, 2]. 

Работа дорожно-патрульной службы основана на оптимальном управле-
нии трунспортными ресурсами, оперативном обслуживании поступающих вы-
зово и эффективном утранении или минимизации заторов на дорогах города. 
Принятие управленческих решений происходит в условиях ограниченности 
транспортного ресурса службы. Для принятия оперативных управленческих 
решений при перераспределении экипажей между районами при возникнове-
нии ситуации, характеризующейся значительным увеличением поступающих 
вызовов на одном из участков дорог, возможно применить метод, основанный 
на вычислении функции агрегирования. Для сравнения вариантов решений ис-
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пользуется несколько функций агрегирования. В качестве оптимального вари-
анта выбирается тот, на котором достигнут максимум функции агрегирования 
следующего вида (1) 

 

 )),(max()1()),(min( jiijiii SAmSAm   ,                     (1) 
 

где im  – вес критерия, ),( ji SA  – оценка критерия jS  для района iA ,   – изме-
няемый параметр, i – индекс района. Для каждой задачи может быть найден не-
который набор решений, который определяется переметром  . Каждое реше-
ние может быть определено из соотношения оптимистичного и пессимистично-
го вариантов. Одним из решений является решение, при котором 1 , что ха-
рактеризует, что функция агрегирования будет представлять собой самый пес-
симистичный вариант. Аналогично, при 0  максимум функции агрегирова-
ния будет отражать наиболее оптимистичный вариант принятия управленческо-
го решения. В остальных случаях функция агрегирования будет вычисляться со 
значениями   от 0 до 1, т.е. дробными значениями  .  

Имитационное моделирование предлагается проводить в среде GPSS, ко-
торая уже много лет широко применятемя для моделирования систем различ-
ной сложности. В процессе моделирования возникала необходимость оптими-
зации отдельных элементов системы, поскольку возможности не коммерческой 
версии GPSS ограничены определенным максимальным числом строк имита-
ционной модели. В результате многократных запусков имитационной модели 
получены количественный показатели среднего времени обслуживания и зави-
симости количества вызовов от времени обслуживания. По результатам имита-
ционного моделирования сформирована усредненная зависимость количесива 
обслуживаемых вызовов от времени обслуживания.  

По статистическим данным работы центра дорожно-патрульной службы 
сформирована вторая зависимость – зависимость количества обслуживаемых 
вызовов от времени обслуживания.  

Обе зависимости для наглядности изображены на одном графике, пред-
ставленном на рисунке. 

По результатам имитационного моделирования можно сделать вывод о 
том, что использование подсистемы поддержки принятия оперативных управ-
ленческих решений повышает эффективность работы центра управления до-
рожно-партульной службой, упрощает работу диспетчеров, принимающих вы-
зовы. Благодаря алгоритму помощи при выборе управленческого решения дос-
тигается оптимальное распределение ресурсов. [8, 9] 

В работе дорожно –патрульной задача службы распределния вызовов по 
экипажам решается сотрудниками диспетчерской службы, которые анализируя 
ситуацию в городском центре могут принять решение о необходимости пере-
распределения вызовов между обслуживающими отдельные участки экипажа-
ми допожно-патрульной службы. Зачастую, непросто оперативно выбрать оп-
тимальное решение. 

 




