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ВЛИЯНИЕ УПОРЯДОЧЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ ПОЛЕЙ СМЕЩЕНИЙ 
ОТДЕЛЬНЫХ КВАНТОВЫХ ТОЧЕК НА ПОЛЕ ДЕФОРМАЦИИ 

СВЯЗАННОЙ ФРАКТАЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 
 

О.П. Абрамова, С.В. Абрамов 
 

Донецкий национальный университет 
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Методом численного моделирования исследовано поведение поля деформации 

связанной фрактальной структуры с квантовыми точками. Показано, что результирую-
щее поле деформации структуры с числом квантовых точек больше двух существенно 
зависит от упорядочения операторов полей смещений для отдельных квантовых точек. 
Использование нулевых операторов для пар квантовых точек позволяет получить ин-
формацию об отдельных квантовых точках. Перестановка пар операторов позволяет пе-
реносить информацию из одной квантовой точки в другую 

 
Ключевые слова: связанные фрактальные структуры, квантовые точки, поле 

деформации, упорядочение операторов, численное моделирование 
 

Введение 
Для создания квантовых компьютеров (которые учитывают явления кван-

товой суперпозиции и перепутанности для передачи, обработки, хранения ин-
формационных данных) возникает необходимость исследования различных фи-
зических свойств наноструктур и метаматериалов [1]. В [2, 3] изучены особен-
ности стохастического состояния поля деформации связанных фрактальных 
многослойных наносистем, наноловушек, квантовых точек с учетом вариации 
переменных параметров. Исследованию взаимовлияния отдельных структур, ат-
тракторов, стохастических процессов друг на друга в связанной фрактальной 
структуре посвящены работы [4, 5]. С точки зрения экспериментальной реализа-
ции квантового компьютера актуальным является изучение различных фрак-
тальных структур с квантовыми точками. Целью данной работы является иссле-
дование влияния упорядочения операторов полей смещений отдельных кванто-
вых точек на поле деформации связанной фрактальной структуры. 

 
Упорядочение операторов полей смещений отдельных квантовых точек 

В работе [3] для описания стохастического состояния поля деформации 
многослойной наносистемы было получено восемь модельных нелинейных 
уравнений относительно безразмерной функции смещения u . Появление вось-
ми уравнений связано с наличием различных ветвей для модулей uk , uk   
функций эллиптического синуса из неявно заданного уравнения 2 2( ) 1u uk k   . 
Переменные модули uk  являются функциями от индексов n , m , j  узлов объ-
емной дискретной решетки с размерами 1 2 3N N N  . 
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В качестве исходного уравнения для безразмерной функции смещения u  
в данной работе рассмотрим вторую ветвь, уравнение которой имеет вид [3] 

2 2
2 2 0(1 2sn ( , ))u uu u k u u k    ;   2 (1 ) /uk Q  ,                    (1) 

где 0u – постоянное (критическое) смещение;  – фрактальная размерность по-
ля деформации u  вдоль оси Oz  ( [0,1] ); Q  определяет вид фрактальной струк-
туры, тип аттракторов и учитывает взаимодействие узлов, как в плоскости основной 
прямоугольной дискретной решетки 1 2N N , так и межплоскостные взаимодействия. 

Рассмотрим связанную фрактальную структуру, состоящую из четырех 
отдельных фрактальных квантовых точек ( =1,2,3,4i ). С учетом (1) нелинейные 
уравнения для безразмерной функции смещения 2u u  узла решетки имеет вид 

4
2

1
Ri

i
u u u


  ;   2 2

2 0(1 2sn ( , ))Ri i ui i uiu R k u u k    ;                              (2) 

2 (1 ) /ui i ik Q  ;   2 1/2
 (1 )ui uik k   ;                                  (3) 

2 2 2 2 2 2
0 1 0 2 0 3 0( ) / ( ) / ( ) /i i i i ci i i ci i i ciQ p b n n n b m m m b j j j       .      (4) 

Здесь параметры 0ip , 1ib , 2ib , 3ib , 0in , cin , 0im , cim , 0ij , cij  характеризу-
ют различные фрактальные структуры; iR  определяют ориентацию полей де-
формации отдельных структур в связанной системе. В общем случае все пара-
метры могут зависеть от индекса слоя j  и безразмерного времени t . Нелиней-
ные уравнения (2) – (4) можно решать методом итераций по любому из индек-
сов , ,n m j . Если один из этих индексов считать фиксированным, то результа-
том итерации будет функция смещения, представляющая собой стохастическую 
поверхность, зависящую от двух других индексов. Явный вид результирующей 
стохастической поверхности существенно зависит от порядка следования от-
дельных слагаемых в сумме (2) для поля деформации 2u , которые могут быть 
интерпретированы как отдельные операторы, описывающие суммарный стохас-
тический процесс. Появление стохастичности связано с наличием переменных 
модулей uik , uik   в (2), (3). В данной работе итерационная процедура по индексу 
n  моделирует стохастический процесс на прямоугольной решетке с размерами 

1 2N N , 1 240N  , 2 180N  . Уравнения поверхностей рассматриваемых структур 
не зависят от индекса j , поэтому параметры 3 0ib  . Основные параметры 

0.5i , 0 29.537iu  , 11
0 3.457 10ip

  , 1 2 1i ib b  , 24.4793cin  , 15.7295cim   
выбраны одинаковыми для всех четырех квантовых точек. Параметры iR  ха-
рактеризуют взаимную ориентацию квантовых точек. Параметры 0in , 0im  опре-
деляют положения центров тяжести квантовых точек. Квантовые точки проти-
воположного направления I ( 1i , 1 1R  ) и IV ( 4i , 4 1R  ) расположены в 
одной точке с координатами 0 111.1471in  , 0 79.3267im  . Квантовые точки 
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противоположного направления II ( 2i , 2 1R  ) и III ( 3i , 3 1R  ) также 
расположены в одной точке, но с другими координатами 0 131.1471in  , 

0 99.3267im  . При моделировании поведения суммарного поля деформации 
связанной фрактальной структуры с квантовыми точками сначала рассмотрим 
четыре варианта с парами из двух различных квантовых точек: (I, III), (I, II),  
(IV, II) и (IV, III). Для указанных пар на рис. 1 даны зависимости суммарного поля 
деформации связанной структуры от индексов (n, m) узлов решетки. 

 

   
а) пара (I, III) б) пара (I, III) в) пара (I, III) 

   
г) пара (I, II) д) пара (I, II) е) пара (I, II) 

   
ж) пара (IV, II) з) пара (IV, II) и) пара (IV, II) 

   
к) пара (IV, III) л) пара (IV, III) м) пара (IV, III) 

Рис. 1. Поведение поля деформации 2
2 10u u    для различных пар  

квантовых точек: (а, г, ж, к) – проекции на плоскость nOu ; (б, д, з, л) – проекции 
на плоскость mOu ; (в, е, и, м) – сечения (вид сверху) 2 [ 0.1;0.1]u    
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При этом в выражениях (2) паре (I, III) соответствует упорядоченный 
оператор 2 1 3R Ru u u  ; паре (I, II) – оператор 2 1 2R Ru u u  ; паре (IV, II) – 
оператор 2 4 2R Ru u u  ; паре (IV, III) – оператор 2 4 3R Ru u u  . Так для пар (I, 
III) и (IV, II) наблюдаются пики вниз (рис. 1 а, б) и вверх (рис. 1 ж, з), локали-
зованные вблизи квантовых точек I, III и IV, II с одинаковой ориентацией. В 
сечениях (рис. 1 в, рис. 1 и) наблюдаются две фрактальные дыры, локализован-
ные вблизи ядер этих квантовых точек. Эти дыры характеризуются стохастиче-
ским поведением поля деформации. Вдали от области локализации ядер на-
блюдается волновое поведение с регулярной структурой эллиптического типа. 
По мере приближения к ядру эта регулярная структура изменяется – появляют-
ся особенности типа перегибов, разрывов, сужений, дополнительная тонкая 
структура. Для пар квантовых точек с противоположной ориентацией (I, II) и 
(IV, III) наблюдаются пики (рис. 1 г, д и рис. 1 к, л), локализованные вблизи 
квантовых точек I, II и IV, III. В сечениях (рис. 1 е и рис. 1 м) также наблюда-
ются две фрактальные дыры, локализованные вблизи ядер этих квантовых то-
чек. Однако, вблизи ядер наблюдается характерный эффект сдвига волнового 
поведения (по сравнению с рис. 1 в, рис. 1 и), появляются особенности типа ям, 
ступенек, седла. Перестановки операторов полей смещений для отдельных 
квантовых точек в парах не приводят к изменению суммарного поля деформа-
ции 2u  связанной фрактальной структуры (например, для пары (III, I) упорядо-
ченный оператор 2 3 1 1 3R R R Ru u u u u    ). Отметим, что поля смещений для 
отдельных пар квантовых точек (I, IV), (II, III) тождественно равны нулю, что 
следует из результатов моделирования итерационных процессов. Таким обра-
зом, паре (I, IV) соответствует упорядоченный нулевой оператор 

2 1 40 R Ru u u   ; паре (II, III) – нулевой оператор 2 2 30 R Ru u u   . 
Возможность использования таких нулевых операторов (на основе пар 

(II, III) и (I, IV)) позволяет восстановить информацию об отдельных квантовых 
точках I, IV, II, III на основе информации из троек квантовых точек (II, III, I), 
(II, III, IV), (I, IV, II), (I, IV, III), соответственно (рис. 2). При этом в выражени-
ях (2) тройке (II, III, I) соответствует упорядоченный оператор 

2 2 3 1 1R R R Ru u u u u    ; тройке (II, III, IV) – оператор 2 2 3 4 4R R R Ru u u u u    ; 
тройке (I, IV, II) – оператор 2 1 4 2 2R R R Ru u u u u    ; тройке (I, IV, III) – 

2 1 4 3 3R R R Ru u u u u    . Положение пиков и амплитуд (рис. 2 а, б), 
(рис. 2 г, д), (рис. 2 ж, з), (рис. 2 к, л) соответствуют положению пиков и ампли-
туд отдельных квантовых точек I, IV, II, III. Структура ядер (рис. 2 в), 
(рис. 2 е), (рис. 2 и), (рис. 2 м) полностью совпадает со структурой ядер отдель-
ных квантовых точек I, IV, II, III. 

Далее рассмотрим связанную фрактальную структуру, состоящую из че-
тырех отдельных фрактальных квантовых точек I, II, III, IV (рис. 3). Так, на-
пример, последовательности (I, II, III, IV) (рис. 3 а-г) соответствует упорядо-
ченный оператор 2 1 2 3 4R R R Ru u u u u    ; последовательности (I, III, II, IV) 
(рис. 3 д) – оператор 2 1 3 2 4R R R Ru u u u u    ; последовательности (III, IV, I, II) 
(рис. 3 е) – оператор 2 3 4 1 2R R R Ru u u u u    . Для последовательности (I, II, III, 
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IV) вблизи квантовой точки III наблюдается пик вниз существенно малой ам-
плитуды (рис. 3 а, б) по сравнению с амплитудой самой точки III. Поведение 
поля деформации вблизи ядра (рис.3 в) связанной структуры существенно от-
личается от поведения ядра самой квантовой точки III (рис. 2 м): возникает 
стохастическое волновое поведение (вместо регулярных колец появляются сто-
хастические кольца – эллиптические фрактальные дислокации), наблюдается 
эффект анизотропии. 

 

   
а) тройка (II, III, I) б) тройка (II, III, I) в) тройка (II, III, I) 

   
г) тройка (II, III, IV) д) тройка (II, III, IV) е) тройка (II, III, IV) 

   
ж) тройка (I, IV, II) з) тройка (I, IV, II) и) тройка (I, IV, II) 

   
к) тройка (I, IV, III) л) тройка (I, IV, III) м) тройка (I, IV, III) 

Рис. 2. Поведение поля деформации 2
2 10u u    для различных троек  

квантовых точек: (а, г, ж, к) – проекции на плоскость nOu ; (б, д, з, л) – проекции 
на плоскость mOu ; (в, е, и, м) – сечения (вид сверху) 2 [ 0.1;0.1]u    
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Перестановка порядка следования отдельных внутренних операторов 
итерационного процесса (2) 2Ru  и 3Ru  в последовательности (I, II, III, IV) при-
водит к последовательности (I, III, II, IV) (рис. 3 д). При этом все основные 
особенности регулярного поведения поля деформации связанной структуры со-
храняются, однако стохастическое поведение вблизи ядра изменяется (рис. 3 д) 
по сравнению с рис. 3 г. Перестановка порядка следования пар операторов ите-
рационного процесса (2) 1 2( )R Ru u  и 3 4( )R Ru u  в последовательности  
(I, II, III, IV) приводит к последовательности (III, IV, I, II) (рис. 3 е). При этом 
пик вниз наблюдается вблизи квантовой точки I, направление анизотропии ме-
няется на противоположное (рис. 3 е) по сравнению с рис. 3 в. Операция пере-
становки пар операторов позволяет переносить информацию (например, о на-
правлении пика вниз) из точки III в точку I. 

 

   
а) (I, II, III, IV) б) (I, II, III, IV) в) (I, II, III, IV) 

 
г) (I, II, III, IV) д) (I, III, II, IV) е) (III, IV, I, II) 

 

Рис. 3. Поведение поля деформации для последовательностей из четырех 
квантовых точек: (а, б) – проекции 7

2 10u u   на плоскости nOu , mOu ; сечения 
(г, д) 10

2 10 [ 1;1]u u    ; (в, е) 10 10
2 [ 10 ;10 ]u u      (вид сверху) 

 
Для связанной фрактальной структуры, состоящей из четырех отдельных 

фрактальных квантовых точек IV, III, II, I поведение поля деформации дано  
на рис. 4. При этом последовательности (IV, III, II, I) (рис. 4 а-г) соответствует 
упорядоченный оператор 2 4 3 2 1R R R Ru u u u u    ; последовательности  
(IV, II, III, I) (рис. 4 д) – оператор 2 4 2 3 1R R R Ru u u u u    ; последовательности 
(II, I, IV, III) (рис. 4 е) – оператор 2 2 1 4 3R R R Ru u u u u    . Для последователь-
ности (IV, III, II, I) вблизи квантовой точки II наблюдается пик вверх суще-
ственно малой амплитуды (рис. 4 а, б) по сравнению с амплитудой самой точ-
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ки II. Поведение поля деформации вблизи ядра (рис.4 в) связанной структуры 
существенно отличается от поведения ядра самой квантовой точки II (рис. 2 и): 
возникает стохастическое волновое поведение (вместо регулярных колец появ-
ляются стохастические кольца – эллиптические фрактальные дислокации), на-
блюдается эффект анизотропии. Перестановка порядка следования отдельных 
внутренних операторов итерационного процесса (2) 3Ru  и 2Ru  в последователь-
ности (IV, III, II, I) приводит к последовательности (IV, II, III, I) (рис. 4 д). При 
этом все основные особенности регулярного поведения поля деформации свя-
занной структуры сохраняются, однако стохастическое поведение вблизи ядра 
изменяется (рис. 4 д) по сравнению с рис. 4 г. Перестановка порядка следования 
пар операторов итерационного процесса (2) 4 3( )R Ru u  и 2 1( )R Ru u  в после-
довательности (IV, III, II, I) приводит к последовательности (II, I, IV, III) 
(рис. 4 е). При этом пик вверх наблюдается вблизи квантовой точки IV, направ-
ление анизотропии меняется на противоположное (рис. 4 е) по сравнению с 
рис. 4 в. Операция перестановки пар операторов позволяет переносить инфор-
мацию (например, о направлении пика вверх) из точки II в точку IV. 

 

   
а) (IV, III, II, I) б) (IV, III, II, I) в) (IV, III, II, I) 

 
г) (IV, III, II, I) д) (IV, II, III, I) е) (II, I, IV, III) 

Рис. 4. Поведение поля деформации для последовательностей из четырех 
квантовых точек: (а, б) – проекции 7

2 10u u   на плоскости nOu , mOu ; сечения 
(г, д) 10

2 10 [ 1;1]u u    ; (в, е) 10 10
2 [ 10 ;10 ]u u      (вид сверху) 

 
Взаимная перестановка пар с нулевыми операторами ( 1 4R Ru u ),  

( 2 3R Ru u ), например, в последовательностях (I, IV, II, III), (II, III, I, IV) из 
четырех квантовых точек также приводит к нулевым операторам 

2 1 4 2 3 2 3 1 40 ( ) ( ) ( ) ( )R R R R R R R Ru u u u u u u u u         . 
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При этом поле деформации для такой связанной фрактальной структуры 
тождественно равно нулю. 
 

Выводы 
Для отдельных пар квантовых точек получены зависимости суммарного 

поля деформации связанной структуры. Показано, что перестановки операторов 
полей смещений для отдельных квантовых точек в парах не приводят к измене-
нию суммарного поля деформации. 

Явный вид результирующей стохастической поверхности поля деформа-
ции 2u  связанной фрактальной структуры с числом квантовых точек больше 
двух существенно зависит от порядка следования отдельных слагаемых Riu . 
Это связано с наличием переменных модулей эллиптических функций в нели-
нейных уравнениях для поля деформации. 

Возможность использования нулевых операторов для пар квантовых то-
чек позволяет восстановить информацию об отдельных квантовых точках на 
основе информации о последовательности из троек квантовых точек. 

Операция перестановки пар операторов в последовательности из четырех 
квантовых точек позволяет переносить информацию из одной квантовой точки 
в другую. 
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EFFECT OF ORDERING OF DISPLACEMENT FIELDS OPERATORS  
OF SEPARATE QUANTUM DOTS ON THE DEFORMATION FIELD  

OF THE COUPLED FRACTAL STRUCTURE 
 

O.P. Abramova, S.V. Abramov 
 

Donetsk National University 
 

By the numerical modelling method the behavior of the deformation field of the coupled 
fractal structure with quantum dots was investigated. It is shown that the resulting deformation field 
of the structure with a number of quantum dots larger than two essentially depends on the ordering 
of the displacement fields operators for separate quantum dots. Using zero operators for pairs of 
quantum dots makes it possible to obtain information about separate quantum dots. Transposition of 
pairs of operators allows us to transfer information from one quantum dot to another 

Keywords: coupled fractal structures, quantum dots, deformation field, ordering of opera-
tors, numerical modelling 
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ПОЛЕ ДЕФОРМАЦИИ ОТДЕЛЬНОГО СЛОЯ В МНОГОСЛОЙНОЙ 
ФРАКТАЛЬНОЙ НАНОСИСТЕМЕ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 

В.С. Абрамов 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
vsabramov@mail.ru 

 
Исследовано поведение функции смещения отдельного слоя в многослойной 

фрактальной наносистеме. Эта функция становится случайной из-за наличия переменных 
параметров. Показано, что для слоя без квантовой точки характерно наличие нелинейных 
осцилляций, которые зависят от фрактального индекса. Поведение слоя с квантовой точ-
кой связано с возникновением эффективного многоямного потенциала. Структура ядер 
квантовых точек для различных ветвей функции смещения различна. Стохастическое по-
ведение границ ядер зависит от фрактального индекса, возможен эффект анизотропии 

 
Ключевые слова: поле деформации, многослойная фрактальная наносистема, 

переменные параметры, структура ядра и границы фрактальной квантовой точки 
 

Введение 
Гипотезу о наличии темной материи, темной энергии во Вселенной мож-

но проверить с помощью наблюдения прямых гравитационных эффектов, волн. 
Электромагнитное излучение (фотоны) этой прямой информации не несет [1]. 

За создание детектора гравитационных волн и экспериментальное доказа-
тельство их существования Р. Вайсу, К. Торну и Б. Бэрришу в 2017 году была 
присуждена Нобелевская премия по физике. Слияние двух черных дыр с выде-
лением энергии в форме гравитационных волн было зарегистрировано интер-
ферометрами LIGO (лазерная интерферометрическая гравитационная обсерва-
тория) [2]. Появление гравитационных волн от слияния двух нейтронных звезд 
впервые было зафиксировано 17 августа 2017 года [3]. Эти экспериментальные 
исследования и достижения в космологии дают новый толчок для развития но-
вых теоретических моделей крупномасштабных фрактальных структур Вселен-
ной: Галактик, сверхскоплений Галактик, стен, филоменов, войдов [4], черных 
дыр, нейтронных звезд [5]. С другой стороны, гипотеза иерархического строе-
ния Вселенной дает возможность использовать модели фрактальных дислока-
ций, квантовых точек с переменными параметрами для описания отдельных 
элементов крупномасштабных фрактальных структур [6]. 

При описании различных нелинейных физических моделей возникают 
особые точки (аттракторы), линии, поверхности, особые объемные структуры 
(странные аттракторы). Многие физические свойства вблизи указанных осо-
бенностей носят стохастический характер, возникает необходимость моделиро-
вания стохастических процессов [7]. Аттракторы и поле деформации, взаимо-
влияние аттракторов и стохастических процессов в связанных фрактальных 
многослойных наносистемах исследовались в работах [8 – 11]. В работе [10] 
была предложена модель фрактального осциллятора на основе теории дробного 
исчисления. Переходные процессы в многослойной фрактальной наносистеме с 
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нелинейным фрактальным осциллятором исследовались в работе [11]. При на-
личии переменных параметров возникают особенности в поведении таких 
фрактальных наносистем. 

Целью данной работы является исследование поля деформации отдельно-
го слоя в многослойной фрактальной наносистеме (с переменными параметра-
ми) и влияния фрактального индекса. 

 

Описание отдельного слоя с переменными параметрами 
В работе [11] на основе теории дробного исчисления были получены вы-

ражения для четырех ветвей iu  ( 1,2,3,4i ) поля деформации u  модельной 
многослойной наносистемы 

1 1 2 42 ( , )u z g g g     ;       2 1 2 42 ( , )u z g g g     ;                       (1) 

3 1 2 52 ( , )u z g g g     ;    4 1 2 52 ( , )u z g g g     .                    (2) 
Функции 1 2 3 4 5, , , ,g g g g g  зависят от координаты z , фрактального индекса 

  вдоль оси Oz  и моделируются выражениями 

2 20( , ) | |cg z g z z    ;    2
3 30( , ) | |cg z g z z    ;                              (3) 

2 3 1/2
20( ) 2 3 ( 1 / 3) ( 2 / 3) / ( 1 / 2)g              ;                   (4) 

3 1/2
30( ) 2 3 ( 1 / 3) ( 2 / 3) /g          ;    30 30( ) 1/ ( )g g   ;     (5) 

2 1/2
4 1 2 3( , ) [( ) ]g z g g g    ;    2 1/2

5 1 2 3( , ) [( ) ]g z g g g     .             (6) 
Здесь   – гамма-функция. Функции 20g , 30g  являются существенно не-

линейными функциями от фрактального индекса   (рис. 1), поэтому поведение 
функций 2g , 3g  из (3) также становится нелинейным на фоне степенных зави-
симостей. Характерные особенности поведения разрывных функций 20g , 30g , 

30g   приведены на рис. 1 а, рис. 1 б, рис. 1 в, соответственно. Функция 20( )g   
имеет нули при ( 1/ 2)n  , где 0,1,2,3...n  . Функция 30( )g   имеет ну-
ли при ( 1 / 3)n   и при ( 2 / 3)n  . 

 

   
а)  б)  в)  

 

Рис. 1. Поведение функций 20g , 30g , 30 301 /g g   от   
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Основная нелинейная функция 1g  зависит от u ,   и целочисленных ин-
дексов n , m , j  узлов объемной дискретной решетки 1 2 3N N N   

2 2
1 0( , ; , , ) (1 2sn ( , ))g u n m j k u u k    ;    2 (1 ) /k Q   .               (7) 

Исходное выражение для Q  имеет вид 
2 2 2 2

0 1 0 2 0( ) / ( ) /c cQ p b n n n b m m m     ;    2 2
0 0 3 0( ) / cp p b j j j    .    (8) 

Здесь 0u  – постоянное (критическое) смещение; k  – модуль эллиптиче-
ского синуса; 0p , 1b , 2b , 3b , 0n , cn , 0m , cm , 0j , cj  – характерные параметры. 
Функция k  зависит от фрактального индекса  , от индексов n , m , j  узлов ре-
шетки. В нашей модели эта функция определяет поведение модуля 

0sn( , )k u k  . Здесь 0 0F( , )u k   ; F  – неполный эллиптический интеграл 
первого рода; 0  – полярный угол. В результате модуль k  неявно зависит от 
n , m , j  и становится случайной функцией. Поэтому функции для четырех вет-
вей iu  (1), (2) становятся случайными функциями. При этом sg  ( 1,5s ) ста-
новятся операторами. Если оператор 2 0 0g    (пределы справа и слева), то в 
общем случае 4 5lim limg g , поэтому для функций смещения имеет место не-
равенство 1 4u u  . 

При численном моделировании для прямой 1z z  и обратной 2z z  волн 
полагалось, что 1 0.053 ( 33)z zz h j   ; 2 6.653 ( 33)z zz h j   , 0.1zh  ; 5zj  ; 

1,30n ; 1,40m ; 0 29.537u  ; 0 / 5.2u   ; 0 1.0123p  . Решение нелинейных 
уравнений iu u  (1), (2) для каждой из ветвей выполнено методом итераций 
по переменной m . 

Рассмотрим состояние слоя с 1 2 3 0b b b   , при этом 0Q p  не зависит 
от решеточных индексов. Исследуем поведение отдельных ветвей функции 
смещения прямой (рис. 2 а) и обратной (рис. 2 б-е) волн от фрактального ин-
декса  . Для прямой волны (рис. 2 а) поведение функции смещения для всех 
ветвей является регулярным: вдоль оси Om  для 3, 4 ветвей наблюдаются ос-
цилляции с постоянными амплитудами; для 1, 2 ветвей характерны затухающие 
осцилляции с выходом на постоянные значения при увеличении m . Для обрат-
ной волны (рис. 2 б) кроме регулярного поведения 1, 2, 3 ветвей наблюдается 
ярко выраженное стохастическое поведение 4 ветви, для 3 ветви характерно на-
личие второй гармоники. При 1.5  для ветвей 1, 4 (рис. 2 в) наблюдаются 
осцилляции с увеличенными амплитудами, а для ветвей 3, 2 (рис. 2 в) – зату-
хающие осцилляции с амплитудами порядка 76.6 10  . При 2.5  для вет-
вей 1, 4 (рис. 2 г) характерно появление особенностей по сравнению с рис. 2 в: 
для ветви 1 – изменение формы, амплитуды осцилляций; для ветви 4 – удвоение 
периода осцилляций. Для ветвей 3, 2 (рис. 2 г) характерны затухающие осцил-
ляции с уменьшенными амплитудами порядка 102 10  . При 3.5  ветви 3, 
2 демонстрируют ярко выраженные нелинейные осцилляции (рис. 2 д). Для от-
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дельных пиков 3 ветви характерно появление особенностей типа локального 
минимума между двумя горбами.  

 

   
а) 0.5  б) 0.5  в) 1.5  

   
г) 2.5  д) 3.5  е) 4.5  

 

Рис. 2. Зависимости проекций u на плоскость mOu  для прямой (а) и  
обратной (б-е) волн от m  для различных  : 1 – 1u , 2 – 2u , 3 – 3u , 4 – 4u  

 
Ветви 1, 4 принимают нулевые значения. При 4.5  (рис. 2 е) ветви 3, 2 

демонстрируют осцилляции с увеличенными амплитудами, ветви 1, 4 остаются с 
нулевыми значениями. При дальнейшем изменении 4.5  характер поведения 
всех четырех ветвей практически не изменяется, что свидетельствует о наличии 
критического значения фрактального индекса вблизи 4.5c    для рассмат-
риваемого состояния слоя. Это связано с нелинейным поведением разрывных 
функций 20g , 30g  из (4), (5) от  . Характер поведения ветвей прямой волны при 
изменении   качественно совпадает с таковым для обратной волны. 

Далее рассмотрим состояние слоя с квантовой точкой (рис. 3, 4). Это состо-
яние описывается основными параметрами 1 2 3 1b b b   ; 0 14.3267n  ; 

9.4793cn  ; 0 19.1471m  ; 14.7295cm  ; 0 31.5279j  ; 11.8247cj  . Из выраже-
ния (8) по заданному 11

0 3.457 10p 
   находим усредненные значения для 

номера слоя j : 1 19.63070035j  , 2 43.42509965j  . При организации итераци-
онного процесса полагалось 1j j . В этом случае модуль k  неявно зависит от n , 
m  и становится случайной функцией. Все четыре ветви для прямой (рис. 3) и 
обратной (рис. 4) волн демонстрируют существенно различные поведения 
функции смещения. Для ветвей 1, 4 прямой (рис. 3 ж, рис. 3 и) и обратной 
(рис. 4 ж, рис. 4 и) волн характерно наличие пиков противоположной ориента-
ции с большими амплитудами, что свидетельствует о состоянии слоя с кванто-
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вой точкой. Поведение ядра такой квантовой точки существенно отличается от 
поведения ядер квантовых точек из [12]. Вместо регулярного волнового пове-
дения [12] границы ядер становятся стохастическими. Внутри ядер (рис. 3 з, 
рис. 4 з) наблюдаются особенности типа островков, перемычек, сужений, ям. 
Для 2 ветви прямой волны ядро имеет выпуклую форму (рис. 3 а-в), а для об-
ратной волны ядро приближается к плоской форме (рис. 4 а-в). 

 

  
а) 2u u  б) 2u u  в) 2u u  

   
г) 3u u  д) 3u u  е) 3u u  

  
ж) 1u u  з) 1 [0;1.5]u   и) 4u u  

 

Рис. 3. Зависимости u  от ,n m  при 0.5  для различных (а, г, ж, и)  
ветвей прямой волны: проекции на nOu  (б, д), mOu  (в, е), сечение (з) – вид сверху 

 
Для 3 ветви прямой волны ядро имеет вогнутую форму типа ямы 

(рис. 3 г-е), а для обратной волны (рис. 4 г-е) ядро имеет плоское дно. Для гра-
ниц этих ядер характерно наличие пиков с малыми амплитудами (образуются 
особенности типа дополнительных ям, перевалов, долин). Эти особенности по-
ведения поля деформации указывают на возникновение эффективного много-
ямного потенциала в слое с квантовой точкой. 
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а) 2u u  б) 2u u  в) 2u u  

   
г) 3u u  д) 3u u  е) 3u u  

  
ж) 1u u  з) 1 [0;1.5]u   и) 4u u  

 

Рис. 4. Зависимости u  от ,n m  при 0.5  для различных (а, г, ж, и)  
ветвей обратной волны: проекции на nOu  (б, д), mOu  (в, е), сечение (з) – вид 
сверху 

 

Изменение фрактального индекса   приводит к существенному измене-
нию стохастического поведения границ ядер (рис. 5).  

 

   
а) 2.5  б) 4.5  в) 8.5  

 

Рис. 5. Зависимости проекций 2u u  на плоскость mOu  для обратной  
волны от m  для различных   
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Так для 2 ветви обратной волны (рис. 4 в) при 2.5  (рис. 5 а) наблюда-
ется появление стохастического пика вниз на стохастическом фоне с практически 
постоянной амплитудой. При 4.5  стохастический пик исчезает, а стохасти-
ческий фон остается (рис. 5 б). При дальнейшем изменении   (рис. 5 в) у стохас-
тического фона наблюдается образование провала вблизи 0m m . 

При изменении значений полуосей cn , cm  квантовой точки поведение поля 
деформации ядра и его границы существенно изменяется. При этом для первой 
ветви 1u  наблюдается эффект ярко выраженной анизотропии (рис. 6 а, б, в). На 
границах для прямой волны возникает практически периодическая тонкая струк-
тура (рис. 6 а), а для обратной волны – структура с мелкими ямами (рис. 6 в). 

 

   
а) cn , 3 cm  б) 3 cn , cm  в) cn , 3 cm  

 

Рис. 6. Сечения 1 [0;1.5]u   (вид сверху) для прямой (а, б) и обратной (в) 
волн для различных полуосей cn , cm  при 0.5  

 
Выводы 

Наличие переменных параметров в многослойной фрактальной нано-
системе приводит к появлению неявной зависимости модуля k  от узлов объем-
ной решетки. В результате все четыре ветви функции смещения iu  становятся 
случайными функциями. 

Показано, что для слоя без квантовой точки характерно наличие нелиней-
ных осцилляций. Поведение этих осцилляций зависит от фрактального индекса 
 . На отдельных пиках ветви 3u  появляются особенности типа локального ми-
нимума между двумя горбами. Существует критическое значение  , при пере-
ходе через которое характер осцилляций практически не изменяется. 

Показано, что для слоя с квантовой точкой особенности поведения поля 
деформации указывают на возникновение эффективного многоямного потен-
циала. Структура ядер квантовых точек для различных ветвей iu  различна. Для 

1u , 4u  наблюдаются особенности типа островков, перемычек, сужений, ям. 
Структура ядер для 2u , 3u  имеет выпуклую, вогнутую и плоскую формы со 
стохастической границей. Изменение фрактального индекса   приводит к суще-
ственному изменению стохастического поведения границ ядер. Возможно образо-
вание стохастического пика на стохастическом фоне и появление провала у сто-
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хастического фона вблизи 0m m . Изменение полуосей квантовой точки приво-
дит к эффекту анизотропии. 
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The behavior of the displacement function of the separate layer in the multilayer fractal nano-

system is investigated. This function becomes random due to the presence of variable parameters. It is 
shown that for a layer without a quantum dot, the presence of nonlinear oscillations is characteristic, 
which depend on the fractal index. The behavior of the layer with quantum dot is associated with the 
appearance of an effective multi-well potential. The structure of the quantum dots cores for different 
branches of the displacement function is different. The stochastic behavior of the cores boundaries de-
pends on the fractal index, the anisotropy effect is possible 
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ВЛИЯНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА НА ЭЛЕКТРОННЫЕ  
ПОТОКИ В СКРЕЩЕННЫХ ПОЛЯХ ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ  

СИСТЕМЫ В ОКРЕСТНОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ ОРБИТ 
 

С.А. Аликов, А.Г. Шеин 
 

Волгоградский государственный технический университет 
sputnik_as@mail.ru 

 
В работе представлены результаты численного моделирования взаимодействия 

релятивистских электронных потоков со скрещенными полями в системе из двух ко-
аксиальных цилиндров. Задача рассматривалась с учётом эффектов запаздывания, 
взаимодействие рассчитывается по соотношениям Лиенара-Вихерта для электромаг-
нитного поля методами «частица-частица». Изучено влияние пространственного заря-
да на формы потоков и траектории электронов в потоке 

 
Ключевые слова: релятивистский электронный поток, скрещенные поля, эф-

фект запаздывания, потенциалы Лиенара-Вихерта, коаксиальная система, метод сфер 
 

Введение 
Исследование влияния поля пространственного заряда на характеристики 

магнетронов началось достаточно давно. Первые работы основывались на мо-
дели магнетрона с гладким анодом, а методы были аналитическими, потоки не-
релятивистскими [1]. С развитием СВЧ-электроники и вычислительной техники 
появилась возможность применять к исследованию процессов в магнетронах 
методы частиц, роль поля пространственного заряда, как и в аналитических ра-
ботах, сводилась к снижению эффективности работы соответствующих прибо-
ров [2] и появлению шумов [3, 4]. В рамках работ [5, 6] был предложен метод 
расчёта поля пространственного заряда для релятивистских пучков с учётом 
эффектов запаздывания. В настоящее время большое значение для СВЧ-
электроники имеет магнетрон с внешней инжекцией. Представляет интерес 
рассмотреть пространственный заряд релятивистского пучка с учетом эффектов 
запаздывания для простейшей модели такого магнетрона – системы двух коак-
сиальных цилиндров, и его влияние на траектории электронов в пучке в окре-
стности стационарных орбит. В данной работе взаимодействие учитывается ме-
тодами «частица-частица». Поле пространственного заряда рассчитывается с 
помощью соотношений Лиенара-Вихерта, момент времени в прошлом рассчи-
тывается методом сфер. 

Геометрия системы и стационарные орбиты 
Геометрия системы в цилиндрической системе координат ( ,, )r z  приве-

дена на рис. 1. Разность потенциалов между внешним и внутренним цилиндра-
ми составляет U .  
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Рис. 1. Геометрия системы 

 
Начальное положение заряженной частицы с зарядом q  задаётся коорди-

натами ( ,0,0)R . Вектор начальной скорости лежит в плоскости рисунка. Элек-
тростатическое поле такой системы имеет только радиальную компоненту и за-
даётся в виде: 

2 1

1 .
ln( / )r

U AE
R R r r

     

Магнитное поле обладает единственной компонентой направленной 
вдоль оси z . Уравнения движения, записанные через собственное время   при-
нимают вид: 
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Используя условия стационарности орбит  
,    const ,    0rr R V V V    , легко получить со-

отношение между скоростью, радиусом, потен-
циалом и величиной магнитной индукции: 

2

2 21 /
zV qA qBR V

m mV c
 


, 

или 
2

2
.

1

u a bu
u

 


                         (1) 

Здесь введены обозначения / ,u V c  
2/ , /za qA mc b qB R mc  . Графическое реше-

ние данного уравнения представлено на рис. 2. 

Рис. 2. Графическое  
решение уравнения (1) 
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Видно, что в зависимости от параметров a  и b  возможны три случая: од-
но решение, два решения и нет решений. Нас интересует случай, для которого 
задана начальная скорость частиц, а также внешний и внутренний радиусы ци-
линдров. Изменяя направление магнитного поля, можно получать две стацио-
нарные траектории при различных потенциалах и заданном радиусе, скорости и 
абсолютной величине магнитного поля. 

Используя выражения для параметров и соотношение (1), получаем для 
разности потенциалов при данной величине магнитного поля 

 
2

2 12 2
ln( /

1 /
)z

VU Rm VB R R
cVq

 
   

 . (2) 

На рис. 3 представлены зависимости ( )U R  при шести различных пара-
метрах zB  ( 0,8V c ; 1 1R   см; 2 12R R ). 

 
Рис. 3. Зависимость разности потенциалов от радиуса при различных  

значениях продольного магнитного поля 
 
Как видно из рис. 3, при приведённых параметрах в большинстве случаев 

разности потенциалов чрезвычайно высоки, за исключением тех случаев, когда 
внутри рассматриваемого промежутка находится точка пересечения с осью абс-
цисс. Данная ситуация и представляет основной интерес для исследования. При 
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магнитном поле 0,15zB   Тл стационарная траектория с нулевой разностью по-
тенциалов будет находиться вблизи цилиндра с радиусом 1 2 2( ) /R R R . В 
данной работе изучение влияния пространственного заряда на форму электрон-
ных потоков будет проводиться с этим значением магнитного поля. 

Пространственный заряд вносит в уравнения движения дополнительные 
векторные слагаемые. Для снижения вычислительной нагрузки воспользуемся 
методом крупных частиц. Вычисление поля пространственного заряда произ-
водится с использованием соотношения Лиенара-Вихерта для электромагнитно-
го поля [6]. Для расчёта момента времени в прошлом применяется метод сфер. 

Результаты численного моделирования 
Моделирование при различных значениях разности потенциалов 
101U    кВ показывает, что в данном диапазоне при параметрах потока 

0,1   Кл/м3 1 1  мм2 с центром 1,5R   см поток не выходит за пределы про-
странства взаимодействия за один оборот, но со временем он расширяется. Ис-
кажений в потоке при изменении потенциала от 1 до 10 кВ не наблюдается. 
Дальнейшее увеличение потенциала приводит к увеличению радиуса потока и 
смещению его центра, а затем и к оседанию потока на внешний цилиндр. На 
рис. 4 представлено сравнение форм потоков при различной разности потен-
циалов в момент времени 400t   пс от начала инжекции (12000 крупных час-
тиц). Рис. 5 содержит формы потоков в отсутствие поля пространственного за-
ряда. 

 

 
Рис. 4. Формы потоков при различных параметрах U  при наличии поля 

пространственного заряда а) 2U   кВ; б) 20U   кВ 
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Рис. 5. Формы потоков при различных параметрах в отсутствие поля  

пространственного заряда; а) 2U   кВ; б) 20U   кВ 
 
Увеличение плотности пространственного заряда приводит к расшире-

нию потока в плоскости xy . Уже при плотности пространственного заряда 
1   Кл/м3 существенная доля электронов выходит за пределы пространства 

взаимодействия, но при параметрах меньших 0,5   Кл/м3 доля электронов, 
покинувших пространство взаимодействия относительно невелика. На рис. 6 
представлены формы потоков в момент времени 400t   пс при разности по-
тенциалов 2U   кВ и плотностях пространственного заряда 0,3   Кл/м3, 

0,5   Кл/м3.  

 
Рис. 6. Формы потоков при различной плотности пространственного  

заряда: а) 0,3   Кл/м3;  б) 0,5   Кл/м3 
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Особенности реализации программы численного моделирования позво-
ляют сравнивать траектории частиц с одинаковыми начальными условиями при 
различных параметрах пространственного заряда. На рис. 7 представлены тра-
ектории для пары частиц, влетающих в пространство взаимодействия на втором 
шаге при различных параметрах пространственного заряда. 

 

 
Рис. 7. Примеры траекторий частиц в потоке: 1) 0,1   Кл/м3;  

2) 0,3   Кл/м3;  3) 0,5   Кл/м3;  4) 1   Кл/м3;  5) без учёта поля  
пространственного заряда 

 
Предполагалось, что наличие скрещенных полей и поля пространственно-

го заряда приведет к появлению пульсаций в потоке и к циклоидальному харак-
теру траекторий, как это наблюдалось в системе с плоской геометрией. Но в 
рассматриваемой системе при модельных параметрах подобных явлений не на-
блюдается. Траектории электронов представляют собой спирали, изменение ра-
диуса которых зависит от начальных условий и плотности пространственного 
заряда. 

Заключение 
Исследование форм и траекторий релятивистских электронных потоков в 

окрестности стационарных орбит методами частиц с учётом эффектов запазды-
вания показывает отсутствие пульсаций в потоке в достаточно широком диапа-
зоне параметров U  и  . Роль пространственного заряда сводится к расшире-
нию потока, и при заданных параметрах не приводит к циклоидальному харак-
теру траекторий. Проведённые исследования позволяют утверждать, что для 
коаксиальной системы действительно существуют стационарные орбиты, зада-
ваемые параметрами U . При данных параметрах поток 1 1  мм2 со скоростями 
электронов 0,8V c  не выходит за пределы пространства взаимодействия при 
плотностях пространственного заряда 0,5  Кл/м3. Таким образом, в коакси-
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альной системе можно, меняя разность потенциалов между электродами и маг-
нитное продольное поле, контролировать время, в течение которого происходит 
взаимодействие электронного потока с полем, и удерживать электронный поток 
в пределах пространства взаимодействия аналогично тому, как это происходит 
в случае с плоской геометрией и однородными скрещенными полями.  
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INFLUENCE OF THE SPATIAL CHARGE ON ELECTRON BEAMS  
IN CROSSED FIELDS FOR CYLINDRICAL SYSTEM  

IN THE NEIGHBORHOOD OF STATIONARY ORBITS 
 

S.A. Alikov, A.G. Shein 
 

Volgograd State Technical University 
 
The paper presents the results of numerical simulation of the interaction of relativistic elec-

tron beams with crossed fields in a system of two coaxial cylinders. The problem was considered 
with delay effects, the interaction was calculated from the Liénard-Wiechert relations for the elec-
tromagnetic field by “particle-particle” methods. The influence of the space charge on the shapes of 
the beams and the electron trajectories in the flow is studied 
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ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ ФУНКЦИЙ МАТЬЕ 

А.Н. Белов1, П.А. Захаров1, В.В. Туровцев2 
1Тверской государственный университет 

Belov.AN@tversu.ru 
2Тверской государственный медицинский университет 

Аппроксимация структурной функции F и потенциала внутреннего вращения V 
в действительном базисе требует вычисления интегралов от произведения двух функ-
ций Матье. В данной статье рассмотрены особенности вычисления таких интегралов и 
получены формулы для их численного решения 

Ключевые слова: внутреннее вращение, функции Матье, матрица гамильто-
ниана 

Исследование сложных молекулярных соединений и прогнозирование их 
термодинамических свойств требует разработки новых высокоэффективных 
методов квантовых расчетов. Метод функций Матье для расчета вклада внут-
реннего вращения – один из них. Его основная идея – использование базиса, 
построенного из функций Матье. В [1] показано, что использование такого ба-
зиса при аппроксимации структурной функции F и потенциала внутреннего 
вращения V заметно сокращает количество удерживаемых членов ряда, что 
приводит к существенному сокращению вычислительных операций. Также в [1] 
в аналитическом виде получено выражение для элементов матрицы гамильто-
ниана с использованием базиса, содержащего функции Матье. Это выражение 
представляет собой интегралы от произведений трех функций Матье. Техника 
вычисления таких интегралов с использование коэффициентов Фурье-
разложения рассмотрена в [3]. 

Однако в [1] для аппроксимации функций F и V рассматривался ком-
плекснозначный базис с соответствующими комплекснозначными коэффици-
ентами, что не всегда удобно для действительных значений энергий. Целесооб-
разно использовать следующий вид аппроксимации 

1 1

0 0
1 1

( , ) ( , ) ( , )
N N

v v n n v n n v
n n

V c v ce q v ce q v se q
 

        ,   (1) 

2 2

0 0
1 1

( , ) ( , ) ( , )
N N

f f n n f n n f
n n

F c f ce q f ce q f se q
 

        ,   (2) 

где fq , vq  – оптимизированные параметры функций Матье ( , )n fce q  , ( , )n vse q  ; 

vc , 0v , nv , nv , fc , nf  , nf   – константы разложения. Появление свободного сла-
гаемого в (1) и (2) приводит к необходимости вычисления интегралов от произ-
ведения двух функций Матье, чему и посвящена данная работа. 
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Аппроксимация функций Матье рядами Фурье имеет вид [2] 

max

min

( , ) cos( )
r r

n r
r r

ce q A r




   ,    (3) 

max

min

( , ) sin( )
r r

n r
r r

se q B r




   .    (4) 

У четных (включая нулевой) порядков ( , )nce q   индексы суммирования 
могут принимать лишь четные значения, начиная с нуля; у нечетных порядков 

( , )nce q   – нечетные, начиная с 1; у четных (начиная с 2) порядков ( , )nse q   – 
четные, начиная с 2; у нечетных порядков ( , )nse q   – нечетные, начиная с 1. Как 
правило, для приемлемой незначительной ошибки достаточно удерживать око-
ло десяти членов ряда [2]. Тогда произведение двух функций Матье можно 
представить в виде суммы произведений тригонометрических функций. 

Использование аппроксимации вида (1) и (2) приводит к необходимости 
вычисления следующих интегралов 

2

1
0

( , ) ( , )m nI ce q ce q d 


   ,           (5) 

2

2
0

( , ) ( , )m nI se q se q d 


   ,         (6) 

2

3
0

( , ) ( , )m nI ce q se q d 


   ,         (7) 

2

4
0

( , ) ( , )m nce q ce qI d 
 

 
  

 
,        (8) 

2

5
0

( , ) ( , )m nce q se qI d 
 

 
  

 
,        (9) 

2

6
0

( , ) ( , )m nse q se qI d 
 

 
  

 
.      (10) 

Условия нормировки при вычислении функций Матье в [2] нами, для 
удобства, принимались такими же, как в Maple [4]. Тогда, учитывая ортого-
нальность функций Матье [5], для (5)-(7) получаем 

2

1
0

,  0
( , ) ( , ) 2 ,  0

0,  
m n

n m
I ce q ce q d n m

n m

 
   
 


 

    ,         (11) 
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2

2
0

,  
( , ) ( , )

0,  m n

n m
I se q se q d

n m


   

 

   ,      (12) 

2

3
0

( , ) ( , ) 0m nI ce q se q d 


   , 0m  , 0n  .         (13) 

С учетом разложения (3), (4) интегралы (8)-(10) можно свести к интегра-
лам вида 

 
2

, ,
0

sin( )sin( )d  


         ,     (14) 

2

0

sin( )cos( ) 0d 


   ,      (15) 

 
2

, ,
0

cos( )cos( )d  


         ,      (16) 

где  ,   – целые числа, соответствующие индексам суммирования в (3) и (4), 

,

1,  
0,  


  

 

 


 
. Отсутствие отрицательных индексов суммирования в (3) и (4) 

приводит к тому, что в (12) и (14) ,

1, 0
0, 

 
  

 

 


 
. Учитывая возможные 

значения индексов для четных и нечетных порядков, окончательно получаем 
2

5
0

( , ) ( , ) 0m nce q se qI d 
  

 
  

 
,    (17) 

при m  – четное (либо нечетное), либо 0,  n – четное (либо нечетное) 
2

4 ,
0

( , ) ( , )
m n m n

m n

m n
m r n r r r

r r

ce q ce qI d r A r A 
  

  
    

  ,       (18) 

2

6 ,
0

( , ) ( , )
m n m n

m n

m n
m r n r r r

r r

se q se qI d r B r B 
  

  
    

  ,       (19) 

при m – четное (либо нечетное), либо 0, n – нечетное (либо четное) 
2

4
0

( , ) ( , ) 0m nce q ce qI d 
  

 
   

  ,    (20) 

2

6
0

( , ) ( , ) 0m nse q se qI d 
  

 
   

  .    (21) 
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Для иллюстрации результатов, приведем численный пример вычисления 
(18) при 2m  , 4n  , 3.56q  . Удерживая 12 значащих разрядов, получаем 

4 -5.45717685036I  . Для вычисления рассмотренных интегралов разработаны 
алгоритмы, реализованные в созданных компьютерных программах. 
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The approximation of the structure function and the internal rotation potential in the real ba-
sis requires the calculation of the integrals of the double product of the Mathieu functions. In this 
paper we consider the features of calculating such integrals and obtain formulas for their numerical 
solution 
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Рассмотрена аппроксимация структурной функции и потенциала внутреннего 
вращения в базисе функций Матье с действительными коэффициентами. Обоснована 
рациональность его использования. Приведены численные примеры 

Ключевые слова: внутреннее вращение, функции Матье, аппроксимация 

Неотъемлемой частью многих квантовомеханических расчетов внутрен-
него вращения является аппроксимация потенциала взаимодействия и струк-
турной функции. В [1] предложено и обосновано использование для этих целей 
базиса, содержащего функции Матье ( , )nce q  , ( , )nse q  . В используемых здесь 
обозначениях q – параметр функции Матье,  – двумерный угол вращения. Од-
нако в [1] использовался комплекснозначный базис вида 

0 0 ( , )U ce q  , ( , ) ( , )n n nU ce q i se q    , 
2

,
0

1, 2m n m n m nU U U U d 


  .   (1) 

Аппроксимация вида (1) позволяет использовать меньшее количество 
членов ряда по сравнению с разложением в тригонометрические ряды. 

Но так как потенциал ( )V   и структурная функция ( )F   являются дей-
ствительными числами, то при аппроксимации в базисе (1) получаются ком-
плекснозначные коэффициенты, использование которых в дальнейших вычис-
лениях не всегда удобно и рационально. В этом случае даже невязка аппрокси-
мации является комплексным числом, что также негативно влияет на точность 
вычислений. Поэтому, предлагается использовать базис, как и (1), содержащий 
функции Матье, но с действительными коэффициентами. Например, 

0 0
1 1

( ) n n n n
n n

V C A ce A ce B se
 

 

     .       (2) 

Отметим наличие в (2) свободного слагаемого C, отсутствующего в (1). 
На практике либо задается количество слагаемых ряда (2), либо значение не-
вязки. Использование базиса (2) на конкретных примерах показало, что рацио-
нально на первом шаге подобрать C и зафиксировать его значение. На следую-
щих шагах при фиксированном C подбираются значения параметра q (одинако-
вого для всех функций, участвующих в разложении) и действительных коэф-
фициентов nA  и nB . В качестве невязки использовалась величина 



31 

2( )i approx
i

V V
V k


 


,        (3) 

где i approxV V  – разница значений потенциала и аппроксимирующей функции в 
i-й точке, k – количество точек. 

Проиллюстрируем использование базиса (2) для аппроксимации потен-
циала внутреннего вращения радикала FC´H–C4H9. Результаты расчета потен-
циала приведены в [2]. Полученные в Maple результаты аппроксимации потен-
циала в базисе (2) представлены на рисунке. 

 
Аппроксимация потенциала внутреннего вращения в базисе (2) для 

FC´H – C4H9. На аппроксимирующей функции точками отмечены исходные  
значения из [2]. По оси абсцисс отложен угол в градусах, по оси ординат – 
энергия в кДж/моль 

 
В рассматриваемом примере учитывалось 10 значащих разрядов. При 

11n   учитываемых слагаемых (без учета свободного слагаемого), невязка (3) 
для полученной аппроксимации составила 0,03186812599 . Для сравнения, не-
вязка полученная при использовании базиса (1) с таким же количество удержи-
ваемых членов ряда оказалась с мнимой частью и составила 

1 100.3202807954 10 +1.387785343 10 i    . Мнимые части коэффициентов при 
разложении по комплекснозначному базису (1) оказались сравнимыми по по-
рядку с действительными. 
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Наличие свободного слагаемого в аппроксимации по базису (2) не создает 
дополнительных трудностей при вычислении интегралов от произведений двух 
функций Матье для элементов матрицы гамильтониана. Большинство таких по-
лучаемых интегралов равны нулю в силу ортогональности функций, находя-
щихся в подынтегральном выражении.  
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С помощью потенциала Ми-Леннард-Джонса изучены зависимости удельной 

поверхностной энергии и поверхностного давления от размера, формы поверхности и 
температуры нанокристалла со свободной поверхностью. На примере ОЦК-W изучена 
зависимость поверхностной энергии и параметра решетки от размера и формы нано-
кристалла, как вдоль изотерм 100, 300 и 3000 K, так и вдоль изобары 0 GPa. Изучено 
изменение свойств при переходе нанокристалла из формы куба к форме стержня 
 

Ключевые слова: нанокристалл, размер, форма, уравнение состояния, вольфрам 
 

Известно, что физические и химические свойства нанокристалла отлича-
ются по сравнению с макрокристаллом из-за сравнительно большого соотно-
шения поверхности и объема, определяемых формой нанокристалла. Данная 
работа посвящена изучению зависимости поверхностных свойств от размера, 
формы и температуры нанокристалла вольфрама. Экспериментальных данных 
по поверхностным свойствам даже для макрокристалла вольфрама мало, а для 
нанокристалла их практически нет. Поэтому расчетные данные являются пио-
нерскими исследованиями в данном вопросе.  

Ограничение системы поверхностью приведет к обрыву связей на грани-
це. Поэтому если использовано приближение «взаимодействия только ближай-
ших соседей», то вместо первого координационного числа (kn) необходимо 
брать <kn> – среднее (по всей наносистеме) значение первого координационно-
го числа, которое будет зависеть как от размера, так и от формы наносистемы 
[1-3]. При этом структуру системы полагаем неизменной: kp = const. Данную 
модель нанокристалла в виде прямоугольного параллелепипеда (Rectangular 
Parallelepiped), форму которого можно варьировать с помощью параметра фор-
мы f, была названа RP-моделью [1-3]. 

В рамках RP-модели изменение нормированного среднего значения пер-
вого координационного числа при вариации числа атомов N и параметра формы 
f  описывается выражением:  
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где kn() = kn(N = ) – координационное число для макрокристалла. Величина  
f = Nps / Npo – это параметр формы, который определяется отношением числа 
атомов на боковом ребре Nps к числу атомов на ребре основания Npo прямо-
угольного параллелепипеда,  = /(6kp) – параметр структуры. 

Объем (V), площадь поверхности () и диаметр (d – расстояние между 
центрами наиболее удаленных атомов модели) для RP-модели равны: 



34 

V = Npo
3

 f c3 = N  c3,                                              (2) 

 = 6 c2
 s (N )2/3

 Zs( f ),                                           (3) 

d = Npo (2 + f 2)1/2
 d c = 31/2 c d (N )1/3 Zd( f ).                          (4) 

Здесь c = [6kpV/(N)]1/3 – среднее (по объему V нанокристалла из N ато-
мов) расстояние между центрами ближайших атомов, коэффициенты s и d 
учитывают плотность упаковки атомов на грани (т.е. в поверхностном слое) и 
на ребре нанокристалла. В первом приближении можно принять: s  2/3 и  
d  1/3. Как видно из (2)-(4), объем RP-модели не зависит от ее формы, а значе-
ния  и d зависят от параметра f, т.е. от формы прямоугольного параллелепипеда.  

Функции формы для площади (N) (или для зависимости kn(N) из (1)) и 
для диаметра d(N) имеют вид: 
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Предположим, что атомы взаимодействуют посредством парного четырех 
параметрического потенциала Ми-Леннард-Джонса, имеющего вид: 
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где D и ro – глубина и координата минимума потенциала, b > a > 1 – численные 
коэффициенты. 

Так же, как и в [1], мы используем здесь приближение «взаимодействия 
только ближайших соседей», а для описания энергии колебаний атомов – модель 
кристалла Эйнштейна (независимые гармонические осцилляторы). Тогда удель-
ная (на атом) свободная энергия Гельмгольца при температуре T имеет вид: 
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где kB – постоянная Больцмана, E – это температура Эйнштейна, которая свя-
зана с температурой Дебая:  = (4/3)E, которая имеет вид [2, 4]: 
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где введены обозначения: 
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m – масса атома,  – постоянная Планка. 
Функция потенциальной энергии в (7) равна: 
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где R = ro/c – линейная относительная плотность кристалла. 
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Удельная (на единицу площади) поверхностная энергия грани (100) для 
RP-модели равна [1-3]: 
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Уравнение состояния рассчитывалось путем численного дифференциро-
вания (7) по следующей формуле (v = V/N): 
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Поверхностное давление нанокристалла из N атомов рассчитывалось по 
формуле: 

Psf (N, f ) = P(N = ) – P(N, f ).                                     (11) 

Параметры потенциала Ми-Леннард-Джонса (6) для объемно центриро-
ванной кубической фазы вольфрама (ОЦК-W: kn() = 8, kp = 0.6802) были опре-
делены и апробированы нами при расчете уравнения состояния и коэффициен-
та теплового расширения макрокристалла ОЦК-W в работе [5]. Они равны:  
ro = 2.736510 – 10 m,  D/kB = 25608.93 K,  a = 3.97,  b = 6.28. 

Тогда для нормального удельного объема vo = [/(6kp)]ro
3, температуры 

Дебая (), первого ( = – ( ln  /  ln v)T) и второго (q = ( ln  /  ln v)T) пара-
метров Грюнайзена при v/vo = (c/ro)3 = 1 получим: vo = 9.5 10– 6  cm3/mole,   
(1) = 396.99 K, (1) = 1.37, q(1) = 310 – 3. 

На рис. 1 показана изоморфно-изомерная (при одинаковой форме и посто-
янном числе атомов N в кристалле) зависимость давления P (в GPa) от нормиро-
ванного объема (v/vo) в кубическом нанокристалле ОЦК-W. Расчеты были вы-
полнены вдоль трех изотерм: для низкой (T/< 1) температуры T = 100 и 300 K, 
и для высокой (T/> 1) температуры T = 3000 K. Здесь v = V/N. Сравнение рас-
считанной таким путем зависимости P(T, v/vo) с экспериментальными данными 
для макрокристалла ОЦК-W было проведено нами в работе [5], где было полу-
чено хорошее согласие. На рис. 1 сплошные линии получены для макрокристал-
ла (при Npo = 105, N( f =1) = 1.31015, N( f =5) = 6.51015), а пунктирные линии – 
для нанокристалла при Npo= 5 (N = f Npo

3/, N( f =1) = 162, N( f =5) = 810). Две ниж-
ние линии – изотермы T = 100 и 300 K, верхние линии – изотермы T = 3000 K. 
Уменьшение роста давления при сжатии нанокристалла (по сравнению с макро-
кристаллом) указывает на уменьшение изотермического модуля упругости: B =  
= –v(P/v)T, для нанокристалла, которое было подробно изучено в работах [6, 7]. 

Из рис. 1 видно, что при определенном значении относительного объема 
(v/vo)0 зависимости P(v/vo) для нанокристалла и макрокристалла пересекаются. 
Т.е. при (v/vo)0 поверхностное давление становится равным нулю: Psf(v/vo)0 = 0. 
При v/vo < (v/vo)0 поверхностное давление сжимает нанокристалл (Psf > 0), а при 

),(3)(),( TNHRUfNL wE 
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v/vo > (v/vo)0 поверхностное давление нанокристалл растягивает: Psf < 0. Вели-
чина (v/vo)0 уменьшается при изоморфно-изомерном росте температуры, а так-
же при изоморфно-изотермическом уменьшении размера (числа атомов), или 
при изомерно-изотермическом отклонении формы нанокристалла от наиболее 
оптимальной формы (для RP-модели – от формы куба). 

 

  
Рис. 1. Уравнения состояния для макрокристалла (сплошные линии) и для 

нанокристалла (пунктирные линии) ОЦК-W при f = 1 (слева) и f = 5 (справа) 
 

Функция  – удельная (на единицу площади поверхности) поверхностная 
энергия для грани (100) ОЦК-W была рассчитана по формуле (9) при различ-
ных температурах и давлениях как для макрокристалла, так и для нанокристал-
ла с различной формой. Расчеты поверхностной энергии для макрокристалла 
ОЦК-W при различных температурах был проведен нами в работе [8], где было 
получено хорошее согласие с оценками других авторов. 

На рис. 2 показаны рассчитанные барические изоморфно-изомерные (т.е. 
для данной формы нанокристалла и при постоянном значении N) зависимости 
функции (100) (в J/m2) для нанокристалла ОЦК-W с кубической формой. 
Сплошные линии получены для макрокристалла (при N( f = 1) = 1.31015,  
N( f = 5) = 6.51015), а пунктирные линии – для нанокристалла при N( f = 1) = 162, 
или N( f = 5) = 810. Четыре верхние линии – изотермы T = 100 и 300 K, две ниж-
ние линии – изотермы T = 3000 K. 

Из рис. 2 и 3 видно, что с уменьшением температуры возникает область 
давлений, где удельная поверхностная энергия нанокристалла становится 
больше, чем у макрокристалла: (N) > (∞). Видно, что при определенных P-T-
условиях функция  не зависит от размера нанокристалла (т.е. от N). Причем, 
как видно из рис. 2 и 3, если при T  3000 K на изотермах нет таких P-точек, то 
при T  300 K на изотермах имеются две P-точки, где (N) = (∞).  

На рис. 4 показана зависимость для Psf [GPa] – поверхностного давления 
от относительного объема v/vo, которая была рассчитана по формуле (11) для 
нанокристалла в форме куба и в форме стержня. Из рис. 4 видно, что поверхно-
стное давление для нанокристалла много меньше, чем давление, рассчитывае-
мое по формуле Лапласа.  
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Рис. 2. Барические изоморфно-изомерные зависимости удельной  

поверхностной энергии грани (100) ОЦК-W. Сплошные линии получены для 
макрокристалла, а пунктирные линии – для нанокристалла кубической формы 

 
Рис. 3. Барические изоморфно-изомерные зависимости удельной  

поверхностной энергии грани (100) ОЦК-W. Сплошные линии получены для 
макрокристалла, а пунктирные линии – для нанокристалла стержневидной формы 

  
Рис. 4. Поверхностное давление при f = 1 (слева), f = 5 (справа) 
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Из рис. 4 видно, что при определенном значении (v/vo)0 функция Psf(v/vo) 
проходит через ноль. Т.е. при v/vo < (v/vo)0 поверхностное давление сжимает на-
нокристалл (Psf > 0), а при v/vo > (v/vo)0 поверхностное давление нанокристалл 
растягивает: Psf < 0. Физические причины такой зависимости состоят в том, что 
на поверхности нанокристалла имеются две конкурирующие силы [2, 3]:  

1. Результирующая составляющая сил притяжения поверхностного атома 
со стороны окружающих его соседних атомов. Эта сила (максимальная для 
атомов на ребрах, и, особенно в вершинах параллелепипеда) стремится втянуть 
поверхностный атом внутрь нанокристалла. Она сжимает нанокристалл тем 
сильнее, чем меньше величина «размерного аргумента» kn*. 

2. Сила, возникающая из-за колебаний («нулевых» при T = 0 K, либо «те-
пловых» при T > 0 K) атомов. Эта сила стремится вытолкнуть поверхностный 
атом из нанокристалла, и именно она растягивает нанокристалл. Причем энер-
гия и давление, обусловленные колебаниями атомов, растут с температурой. 

При низких температурах для «не квантовых» кристаллов преобладает 
первая сила. Но при изоморфно-изомерно-изохорическом увеличении темпера-
туры растет вторая сила, и при T0 – «температуре нулевого поверхностного 
давления» величины этих сил уравновешивают друг друга. Причем, функция T0 
определяется тремя аргументами [2, 3]: 

1) «размерным аргументом» kn*, который зависит от размера и от формы 
нанокристалла; 

2) относительной линейной плотностью нанокристалла  R = ro/c; 
3) «параметром квантованности» макрокристалла: Xw(1) = Aw(1)/(1), 

который представляет собой отношение энергии «нулевых колебаний» атома в 
решетке к энергии парного межатомного взаимодействия при нулевом давле-
нии, т.е. при R = 1. 

Отметим, что существование поверхностного давления для нанокристал-
ла доказано также и методом молекулярной динамики в [9], где также было 
указано на возможность перехода поверхностного давления нанокристалла в 
отрицательную область. 

Выводы 
1. В рамках RP-модели получено уравнение состояния P(T, v/vo) для на-

нокристалла, в котором учтены зависимости как от размера, так и формы по-
верхности. Показано, что при определенном значении относительного объема 
(v/vo)0 зависимости P(v/vo) для нано- и макро-кристалла пересекаются. Т.е. при 
(v/vo)0 поверхностное давление становится равным нулю. При v/vo < (v/vo)0 по-
верхностное давление сжимает нанокристалл, а при v/vo > (v/vo)0 поверхностное 
давление нанокристалл растягивает. Величина (v/vo)0 уменьшается при изо-
морфно-изомерном росте температуры, а также при изоморфно-
изотермическом уменьшении числа атомов, или при изомерно-изотермическом 
отклонении формы нанокристалла от наиболее оптимальной формы. 

2. На примере ОЦК-W показано, что с уменьшением температуры возни-
кает область давления, где удельная поверхностная энергия нанокристалла ста-
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новится больше, чем у макрокристалла: (N) > (∞). При определенных P-T-
условиях удельная поверхностная энергия не зависит от размера нанокристал-
ла. При низких температурах на изотермах функции (N, P) имеются две таких 
P-точки, где (N) = (∞). С ростом температуры значения P-точек сближаются 
и при высоких температурах таких P-точек на изотермах функции (N, P) уже 
нет. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 16-03-00041_а 
и Программы Президиума РАН (программа № I.11П(1)). 
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The dependence of the specific surface energy and surface pressure on the size, shape of the 
surface, and temperature of a nanocrystal with a free surface was studied with the help of the Mie-
Lennard-Jones potential. The dependence of the surface energy and the lattice parameter on the size 
and shape of the nanocrystal, both along the isotherms 100, 300 and 3000 K, and along the 0 GPa 
isobar is studied using the example of bcc-W. The nanocrystal has the shape of a cube and a rod 
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В ЦЕПОЧКЕ НЕСВЯЗАННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ 

Е.Е. Гетманова 
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В работе показано, что воздействуя импульсами силы на систему линейных не-

связанных осцилляторов можно увеличивать энергию только определенной неболь-
шой группы осцилляторов 
 

Ключевые слова: волны в системе несвязанных линейных осцилляторов, пере-
дача энергии группе осцилляторов 
 
В работе показано, что воздействие импульсов силы на цепочку линей-

ных несвязанных осцилляторов (маятников) с плавно меняющимися собствен-
ными частотами позволяет сформировать области устойчивой концентрации 
энергии в небольшом числе указанных маятников. 

Рассмотрим цепочку линейных маятников (осцилляторов), собственные 
частоты которых меняются по закону 1

0 5 , cs s   , 400s   (s – количество маят-
ников), которые испытывают силовое импульсное воздействие 2 ,T  

  
3 110 , с . В работе [1] было показано, что после действия первого (начально-

го) импульса, в цепочке возникают волны, являющиеся результатом согласован-
ных колебаний различных групп маятников. Волны одинаковой длины, сущест-
вующие в определенном временном интервале, объединяются в ансамбли. Со 
временем число волн в ансамбле меняется от максимального значения до ан-
самбля с двумя волнами, затем вновь происходит увеличение числа волн в ан-
самбле, в момент 200,5T  сдвиг фаз между любыми соседними маятниками равен 
2 . Полный цикл колебаний составляет 201T , параметры маятников полностью 
идентичны в моменты T  и 201T . Затем процесс формирования ансамблей волн 
повторяется. Спектр ансамблей волн, формируемых в цепочке, проиллюстриро-
ван на рис. 1, где показаны приведенные  tT моменты времени, при которых в 
цепочке формируется ансамбль с числом волн MAXp . Волны обозначаются 

, 1, 2, ... , , 0,1, ... , 400 /MAX MAX MAXp p i p p i p    (i показывает порядковый номер 
осциллятора) и формируются из групп маятников, которые входят в обозначе-
ние волны. К примеру, ансамбль из четырех волн 4MAXp   включает четыре 
волны 4 , 1, 2, ... , , 0,1, ... , 400 /MAX MAXp i p p i p   , 1 4 , 2 4 , 3 4 , 4 4i i i i    , ко-
торые показывают, какие осцилляторы входят в каждую волну. Первая волна 
включает 1, 5, 9, ... , 397 , вторая, третья и четвертые волны 2, 6,10, ... , 398 ; 
3, 7,11, ... , 399 , 4, 8,12, ... , 400  осцилляторы. На рис. 1 показаны моменты вре-
мени TPMAX , при которых сдвиг фаз между соседними маятниками в ансамб-



 

41 

ле, содержащем MAXp  волн, кратен 2 . Ансамбли с одинаковым числом волн в 
полном цикле колебаний образуются несколько раз. Например, ансамбли, вклю-
чающие две волны из групп 2 , 1, 2, 0,1, 2, ... ,199p i p i   , формируются вблизи 

2 100,5 , 200,5T MAX T T  (рис. 1). Ансамбль с тремя волнами 3 ,p i  1, 2, 3;p   
0,1, 2, ... ,133i   возникает вблизи 403 803

6 63 , , 200,5T MAX T T T , с четырьмя 
4 , 1, 2, 3, 4; 0,1, 2, ... , 99p i p i    − в моменты 4 50,5 , 150,5 , 200,5T MAX T T T  

и т.д. В момент 200,5T  формируется одна волна с разностью фаз 2  между 
любыми соседними маятниками в цепочке, что означает включение в данную 
волну всех волн, существующих в цепочке.  

 

 

Рис. 1 

Действие второго импульса, в общем случае, уменьшает количество ан-
самблей. 

Поскольку смещение осцилляторов после действия начального и второго 
импульсов осуществляется независимо, то для наблюдения волн требуется вы-
полнение следующих условий. В момент 1t  ( 2t ), когда разность фаз между ма-
ятниками в волновых группах первого (второго) ансамбля кратна 2 , разность 
фаз в группах второго (первого) ансамбля между теми же между маятниками не 
должна превышать 2 0,4n   . Таким образом, в моменты 1t  и 2t , разность фаз 
между маятниками в группах волн не должна превышать 2 0,4n   . Посколь-
ку не все ансамбли удовлетворяют указанному соотношению, то определенные 
ансамбли волн не наблюдаются, и в спектре волн возникают щели, указываю-
щие на отсутствие некоторых ансамблей. 

Если начало действия второго импульса совпадает с моментом 1 99T T  
или 1 101T T , то спектр волн показан на рис. 2. Черные квадратики указывают 
моменты времени, когда в ансамбле, сформированном после действия первого 
импульса между маятниками в волнах, устанавливается разность фаз, кратная 



 

42 

2 . Светлые квадратики указывают моменты времени, когда аналогичная раз-
ность устанавливается между теми же маятниками в группах волн, образован-
ных после действия второго импульса. В цепочке будут наблюдаться ансамбли 
с четным числом волн 2 , 1.2p i p  : 4 , 1.2,3,4p i p   6 , 1.2,...,6p i p  , …, 

40 , 1.2,...,40p i p  . Ансамбли с числом волн 41 60s   не формируются, что 
определяет «щель» в спектре волн. Сформируются ансамбли с числом волн 
61 139s   (только нечетные волны), 160 240s   (только четные волны), 
261 239s   (только нечетные волны), 260 400s   (только четные волны). 
Соответственно, щели в спектре ансамблей волн определяются значениями 
41 60s  , 140 159s  , 241 260s  , 340 359s  . 

 

 

Рис. 2 

Каждый последующий импульс приводит, в общем случае, к уменьше-
нию спектра ансамблей. В случае, когда начало действия импульсов отличается 
от 2 0,5T MAX T  на величину T  (времена начала действия импульсов сим-
метричны относительно 2 0,5T MAX T ), спектр ансамблей сохраняется. Ана-
логично одинаковый спектр волн при действии импульсов 3 0.5T MAX T T   и 

3 0.5T MAX T T  , 4 0.5T MAX T T   и 4 0.5T MAX T T  , 5 0.5T MAX T T   
и 5 0.5T MAX T T  , и т.д. Действие такой пары симметричных импульсов 
приводит к образованию узловых (неподвижных) осцилляторов, что вызывает 
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модуляцию бегущих волн, возникших в цепочке после действия начального 
импульса, и способствует накоплению энергии в участках между узловыми ма-
ятниками. При этом число ансамблей волн в системе не меняется. 

После четырех импульсов 1 2 3 499 , 101 , 199 , 201T T T T T T T T     энергия 
осцилляторов 150,152,154, ... , 250  (всего пятьдесят единиц) составляет 0,7 
энергии всей цепочки. Спектр волн, сформированных в системе, соответствует 
спектру, полученному после действия второго импульса в момент 1 99T T . На 
рис. 3 показано распределение энергии по всем осцилляторам после действия 
указанных импульсов, из которого следует, что наибольшей суммарной энерги-
ей обладают четные маятники 150,152,154, ... , 250 . Деление энергии на области 
связано с образованием узловых маятников. 

 

 
Рис. 3 

На рис. 4 показано смещение и скорость маятников в момент 409t T  в 
ансамбле из двух волн, а также указаны узловые маятники, появление которых 
приводит к накоплению энергии определенными группами маятников. 

Поскольку ансамбль из трех волн образуется в полном цикле колебаний 
три раза, в моменты 403 803

6 63 , , 200,5T MAX T T T , то требуется шесть импуль-
сов для концентрации энергии осцилляторов, входящих в группу 3 3 ,i  

0,1, 2, ... ,132i  . 
Действие трех пар импульсов 1 2 3394 / 6 , 406 / 6 , 794 / 6 ,T T T T T T    

4 806 / 6T T , 5 6199 , 201T T T T   позволит сосредоточить 0,6 энергии всей сис-
темы в маятниках 151,154,157, ... , 250  (34 единицы). В спектре ансамблей волн 
в длинноволновой части возникают волны кратные трем. 

На рис. 5 показано изменение энергии маятников. Как следует из рисунка, 
наибольшей совокупной энергией обладают маятники группы 151,154,157,...,250. 
На рис. 6 приведены смещение и скорость маятников в момент 274t T  и ука-
заны узловые (неподвижные) осцилляторы.  
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Рис. 4 

 
Рис. 5 

После действия восьми импульсов, начала которых совпадает с момента-
ми 1 2 3 449 , 51 , 79 , 81T T T T T T T T    , 5 6199 , 201T T T T   в осцилляторах 
152,156,160,...,248  волновой группы 4 4 , 0,1, 2, ... , 99i i   концентрируется 0,6 
энергии всей цепочки и т.д.  
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Рис. 6 

Таким образом, воздействуя импульсами силы на систему линейных не-
связанных маятников, можно закачать более половины всей энергии системы в 
небольшую группу маятников, которые находятся в интервале 150...250 . 

 
Выводы 

В цепочке несвязанных линейных маятников с плавно меняющими собст-
венными частотами после действия импульса силы возникают волны, которые 
являются результатом согласованных коллективных колебаний. Как правило, в 
системе существует несколько волн одинаковой длины из различных групп ма-
ятников. В любой момент времени сдвиг фаз между соседними маятниками в 
любой группе имеет одно и то же значение.  

С течением времени происходит трансформация групп, в результате чего 
количество волн меняется. Это изменение носит периодический характер. В 
определенные моменты времени TPMAX  в системе существует количество 
волн, равное MAXp , и сдвиг фаз между соседними маятниками в волновой груп-
пе кратен 2 . 
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Действие второго и последующих импульсов, в общем случае, приводит к 
тому, что некоторые волны не формируются. Как правило, последующие им-
пульсы не дают возможности проявиться ансамблям с небольшим числом волн, 
которые существуют в достаточно длинном интервале времени и легко наблю-
даются.  

Выбор симметричного времени начала импульсов 0,5TPMAX T T   со-
храняет спектр ансамблей волн. Это дает возможность получать ансамбли с не-
большим числом волн, волновые группы которых включают большое число ма-
ятников. Если начало действия импульсов совпадает с моментами 

0,5TPMAX T T   для всех моментов времени TPMAX  в полном цикле колеба-
ний, то после действия последней пары импульсов, которая для волн всех ан-
самблей определяется, как 199T  и 201T , маятники из интервала, входящие в 
волну , 0,1, 2, ... , 400 /MAX MAX MAXp p i i p   (ансамбль , 1.2...., ;MAX MAXp p i p p   

0,1, 2, ... , 400 / MAXi p ) получат не меньше половины всей энергии цепочки.  
Чем больше волн в ансамбле, тем больше моментов времени TPMAX  в 

полном цикле колебаний, тем большим числом импульсов надо воздействовать 
на систему для получения эффекта концентрации энергии и тем меньший набор 
осцилляторов получит энергию порядка 0,5 всей энергии цепочки. 
 

Литература 
 

1. Гетманова Е.Е. Образование волн в системе несвязанных линейных осцилляторов / 
Е.Е. Гетманова // Физико-математическое моделирование систем: материалы ХIII Междунар. 
семинара. – Воронеж: ВГТУ, 2014. – Ч. 1. – С. 54-60. 

 

THE CREATION OF AREAS WITH HIGH ENERGY IN A CHAIN  
OF UNLINKED LINEARS PENDULUMS 

 
E.E. Getmanova 

 
 It’s shown that using a pulse power system unlinked linear oscillations it’s possible to in-
crease the energy of a certain small group of oscillators 
 

Keywords: waves in system of unlinked linear oscillators, transfer energy to group of oscil-
lators 
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В данной работе показан анализ температурной зависимости резонаторных 
свойств кварцевой пластины с напыленными на нее электродами и получено качест-
венное согласие с экспериментальными результатами 

Ключевые слова: температурно-частотная характеристика, резонатор, COMSOL 
Multiphysics 

Моделирование температурно-частотной резонансной характеристики 
кварцевого резонатора является актуальной задачей современной радиоэлек-
троники [1-5]. В основном такие задачи исследуются с помощью различных 
приближений типа модели Миндлина [6, 7]. В настоящей работе сделана по-
пытка смоделировать температурно-частотную характеристику (ТЧХ) кварце-
вого резонатора АТ-среза без использования этих упрощений. 

Упругие волны в резонаторе рассматривалась в линейном приближении, 
то есть считалось, что деформации достаточно малы и характеристики мате-
риалов не зависят от величины деформации, механического напряжения и на-
пряженности электрического поля. 

Исследовались численные решения следующей системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, которая по сути является математиче-
ской моделью кварцевого резонатора.  

 

࢛ଶ߱ߩ− = ∇ ∙ ܵ +  ,୚݁௜థࡲ
ܵ = ܿ୉: ϵ − ݁୘ࡱ, 

߳ =
1
2
்(࢛∇)] +  (1)																																																			,[࢛∇

ࡰ∇ =  ,୚ߩ
ࡰ = ݁߳ + ߳଴߳௥ௌࡱ, 

ࡱ = −∇ܸ. 
Здесь ߩ – плотность материала, ߱ – циклическая частота возбуждающего 

напряжения,	ݑ – тензор смещений, ܵ – тензор механических напряжений,	݁ – 
матрица связи, ܿா 	– тензор эластичности, ߳ – тензор относительной деформа-
ции, ܨ௏ – объемна составляющая внешних сил, ߶ – фаза колебаний, ܦ – вектор 
электрического смещения, ߩ୚ – объемная плотность сторонних зарядов, ܧ – 
вектор напряженности электрического поля, V – потенциал электрического по-
ля, ߳଴ – диэлектрическая постоянная, ߳௥ௌ – относительная диэлектрическая про-
ницаемость. 
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 Приведенная система дифференциальных уравнений решалась в области, 
ограниченной параллелепипедом, показанным на рис. 1. 

 
Рис. 1. Модель исследуемого объекта (светло-серым обозначена кварцевая 

пластина, темно-серым – электроды) 
 
Для построения ТЧХ резонатора в (1) была добавлена зависимость [8] 

компонентов тензора эластичности (cE) от температуры T (численные значения 
приведены в градусах Цельсия): 
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Для решения системы (1) был использован программный пакет COMSOL 
Multiphysics.  

По результатам моделирования были построены графики зависимости 
амплитуд полей смещения от частоты при разных температурах (рис. 2 и 3). 
Для наглядности на рисунках приведены результаты моделирования с низкой 
добротностью резонатора. 

 
Рис. 2. Графики зависимости u от частоты при различных температурах 

 

 
Рис. 3. Графики зависимости u от частоты при различных температурах 

 
Из рисунков видно, что: 
1) У разных пиков разная «скорость» движения с изменением температуры.  
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2) С изменением температуры амплитуды пиков также изменяются, при-
чем в разных направлениях. Из-за этого на ТЧХ могут появляться разрывы пер-
вого рода. Отметим, что в некоторых случаях такие разрывы наблюдались экс-
периментально (см., например, [9]), однако для количественного сравнения ре-
зультатов моделирования и эксперимента требуются дополнительные исследо-
вания по уточнению параметров модели. 

Таким образом, в работе на простой модели был проведен анализ темпе-
ратурной зависимости резонаторных свойств кварцевой пластины с напылен-
ными на нее электродами и получено качественное согласие с эксперименталь-
ными результатами. 
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INVESTIGATION OF TEMPERATURE-FREQUENCY CHARACTERISTICS  
OF A QUARTZ RESONATOR BY COMPUTER MODELING METHOD 

A.M. Glazkova, D.V. Zavyalov  
Volgograd State Teсhnical University 

This paper shows an analysis of the temperature dependence of the resonator properties of a 
quartz plate with electrodes deposited on it, and a qualitative agreement was obtained with the expe-
rimental results 

Keywords: temperature-frequency response, resonator, COMSOL Multiphysics 
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Мониторинг состояния оборудования в широком понимании подразумевает 

считывание информационных сигналов с различных датчиков, сбор данных, обработ-
ку сигналов и их анализ для извлечения и оценки информации о неисправностях. Цель 
мониторинга – предотвращение внеплановой остановки производственных процессов 
из-за неисправности отдельных узлов и катастрофических аварий оборудования в хо-
де работы. Мониторинг состояния совершенно необходим на транспорте, где сообра-
жения безопасности имеют высокий приоритет 

 
Ключевые слова: виброакустические сигналы, импульсы, мониторинг 

 

В последнее время для контроля состояния механизмов интенсивно при-
меняются методы акустической и вибрационной диагностики. Вибрационные 
сигналы являются носителями информации как для машины в целом, так и для 
ее частей, каждая из которых характеризуется собственным спектром частот 
вибрации. Чтобы обеспечить эффективное упреждающее детектирование по-
вреждений в сложных механизмах, содержащих множество узлов, требуются 
такие методы обработки и анализа сигналов, которые позволяют извлечь из 
полного виброакустического (ВА) сигнала парциальную информацию о состоя-
нии каждого конкретного компонента оборудования. 

Существует огромное число механизмов циклического действия, в кото-
рых характер взаимодействия элементов подчинен периодическому закону, 
связанному с вращательным движением. К такого рода механизмам относятся 
роторные механизмы, где периодическое возбуждение в наиболее простом виде 
проявляется как сумма гармонических составляющих, кратных основной часто-
те возмущения, т.е. в виде полигармонического колебания: 

   
1

cos
n

k o k
k

x t a kw t 


  .                                         (1) 

В роторных механизмах одной из основных частот возбуждения является 
оборотная (роторная) частота:  

2
o

o
wf  ,                                                       (2) 

где ow  – угловая частота вращения внутреннего кольца. 
В резонансных методах ВА-диагностики акустический сигнал часто опи-

сывают как сумму радиоимпульсов, представляющих собой отклик исследуе-
мой системы на ударное механическое воздействие: 

     
1

n

k k к к
k

x t a s t t t t


       ,                                   (3) 
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где ka  – пиковое значение, кt  – время прихода, а  ks   – форма k-го ударного 
импульса. Функция     – импульсная характеристика сложной электромеха-
нической системы «механизм – звукопровод – датчик – усилитель», которая, 
вообще говоря, представляет собой сумму откликов различных конструктивных 
элементов данной системы.  

Теоретически выражение (3) позволяет полностью восстановить исход-
ный ВА-сигнал, но форма импульсной характеристики    весьма чувстви-
тельна к условиям проведения эксперимента. В условиях реального производ-
ства обеспечить долговременную стабильность    практически невозможно. 
По этой причине в качестве информативных параметров сигнала часто рас-
сматривают только ka  и кt , принимая в качестве  ks  дельта-функцию. В 
большинстве случаев, когда удаётся получить длительность    существенно 
меньшей, чем среднее время между соседними ударными импульсами 1 кк tt , 
можно принять      и 11  0 , тогда 

      икк

n

k
k ttttatx 


11

1
,                                  (4) 

где 1и к кt t    – длительность реальной импульсной характеристики. 
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MATHEMATICAL MODELS OF VIBROACOUSTIC SIGNALS 
 

V.V. Glotov, I.I. Saprykin, I.V. Ostroumov 
 

Voronezh State Technical University 
 

Equipment monitoring in the broadest sense means reading information signals from various 
sensors, collecting data, processing signals and analyzing them to extract and evaluate information 
about faults. The purpose of the monitoring is to prevent an unplanned shutdown of production 
processes due to malfunction of individual units and catastrophic equipment failures during opera-
tion. Monitoring of the state is absolutely necessary on transport, where safety considerations have a 
high priority 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТА УВЛЕЧЕНИЯ НОСИТЕЛЕЙ ТОКА  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНОЙ В ДВУМЕРНОЙ СВЕРХРЕШЕТКЕ  

МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО 
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Методом компьютерного моделирования исследованы особенности светоэлек-
трического эффекта в полупроводниковой двумерной сверхрешетке в присутствии 
постоянного электрического поля 

Ключевые слова: сверхрешетка, моделирование, электрическое поле, эффект 
увлечения 

ВВЕДЕНИЕ 

Эффект увлечения носителей тока электромагнитными (ЭМ) волнами – 
светоэлектрический или радиоэлектрический эффект (РЭЭ) – привлекает вни-
мание исследователей [1-6] в связи с диагностикой кинетических свойств полу-
проводников и в связи с возможностью использования его для детектирования 
мощного ЭМ излучения. Данный эффект, обусловленный передачей импульса 
фотона электронной подсистеме, в рамках квазиклассического подхода объяс-
няется как результат действия силы Лоренца, возникающей при движении элек-
трона в переменном и магнитном полях волны. В полупроводниковых сверх-
решетках (СР), обладающих сильной непераболичностью энергетического 
спектра, РЭЭ обладает рядом специфических особенностей. Одной из таких 
особенностей является смена знака эффекта в присутствии сильного постоян-
ного электрического поля, направленного вдоль оси СР [7]. Однако в [7] расчет 
был проведен в рамках простейшего приближения для интеграла столкновений 
– приближения постоянного времени релаксации. В настоящей работе влияние 
на РЭЭ постоянного поля исследовано путем прямого численного решения 
уравнения Больцмана с помощью метода Монте-Карло. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим полупроводниковую СР, энергетический спектр которой 
описывается приближением сильной связи 

2

( ) (1 cos( ))
2

y
x

р
p d

m
    p ,            (1) 
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где ∆ – полуширина минизоны проводимости, m – эффективная масса в плоско-
сти слоев СР, d – период СР, рх – проекция квазиимпульса на ось Ох, py – со-
ставляющая квазиимпульса в плоскости слоев СР. Будем считать, что вдоль 
слоев СР распространяется монохроматическая электромагнитная волна так, 
что    0 0( , ) { cos ,0,0} ( , ) {0,0, cos }E y t E t H y t H t 

 
  . При этом к СР прило-

жено постоянное электрическое поле cE , направленное вдоль оси Ox. 

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Считаем, что в промежутках между рассеяниями электрон движется со-
гласно уравнениям движения 

   [ , ]d e t e t
dt

  vp E H .        (2) 

Время движения электрона до очередного столкновения определяется из 
решения уравнения 

     
0 0

exp ,
t t

r W t W t dt dt
 

      
 

 p p         (3) 

где r – равномерно распределенное на интервале [0, 1] случайное число,  W p  
– полная вероятность рассеяния электрона с импульсом p. 

Уравнение (3) можно свести к виду 

  
0

1 exp .
t

r W t dt
 

    
 
 p          (4) 

Время «опыта» разбивалось на малые промежутки длительностью t  и 
интеграл в (5) заменялся интегральной суммой по методу трапеций. Далее в 
цикле рассчитывались на каждом шаге t  приращение импульса электрона, его 
перемещение и значение интегральной суммы до тех пор, пока не выполнится 
условие 

       1ln .
2 i i

i

tr W W 


   p p      (6) 

Момент времени, в который впервые выполняется (6) является моментом 
столкновения. После этого с помощью равномерно распределенной на интерва-
ле [0, 1] случайной величины s определялся механизм рассеяния по правилу 
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Далее, с помощью выражений для вероятности рассеяния из состояния p  
в состояние p , рассчитываются импульсы после столкновения, и процесс на-
чинается заново для следующего шага. 

Вероятность рассеяния носителей заряда на акустических фононах опре-
деляется следующим выражением 
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   (8) 

Здесь aD  – постоянная деформационного потенциала, s  – скорость звука, 
 – поверхностная плотность материала. Для оптических фононов 
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где oD  – константа взаимодействия с неполярными оптическими фононами, 0  
– частота фонона (фононы считаем бездисперсионными). Интегралы в выраже-
ниях для acW  и optW  были выражены через эллиптические интегралы первого 
рода, но получившиеся выражения довольно громоздки и здесь мы их приво-
дить не будем. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Плотность тока увлечения определяется следующим выражением: 

( ) ( , )y yj e V f t 
p

p p ,              (10) 

где  

sin( ); y
x

p
d p d

m
 

  
 

V .               (11) 

Фактически выражение (10) представляет собой среднее значение скоро-
сти вдоль оси OY. В процессе моделирования на каждом шаге по времени вы-
числялось значение выражения (11) и после окончания модельного времени на-
копленный временной ряд анализировался (в частности вычислялось его сред-
нее, которое отождествлялось с точностью до множителя с плотностью тока). 
Технически вычисление плотности тока увлечения сталкивается с большой 
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трудностью в виде малости эффекта в силу малости отношения /V c  так как 
РЭЭ определяется силой Лоренца. Это приводит к тому, что для уверенного 
вычисления yV  (чтобы среднеквадратичное отклонение ряда значений скоро-
сти было много меньше среднего значения этого ряда) требуется огромная ста-
тистика, что решалась путем распараллеливания вычислений и, как следствие, 
использовании при расчетах архитектур с большим количеством вычислитель-
ных ядер – Nvidia Tesla и Intel KNL.  

На рисунке представлен график зависимости yv  в единицах /d   от 
/c ceE d  , построенный  по результатам моделирования для типичных па-

раметров СР, 13 110 c , 610 смd  , 110 эВ  . Из него видно, что РЭЭ ме-
няет знак при напряженности постоянного электрического поля 0.6c   
( 10 ед. СГСcE  ). Кроме этого, зависимость носит резонансный характер, и 
наиболее яркий (первый) пик соответствует 1c   ( 20 ед. СГСcE  ). 

 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе методом компьютерного моделирования исследованы особенно-
сти светоэлектрического эффекта в полупроводниковой двумерной сверх-
решетке в присутствии постоянного электрического поля. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России на выполнение 
государственных работ в сфере научной деятельности в рамках проектной части государст-
венного задания, код проектa 3.2797.2017/4.6. 
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В рамках метода функционала плотности с учетом градиентной коррекции и 

периодических граничных условий выполнено моделирование изменения структуры 
водорода при постепенном увеличении плотности в диапазоне 800 – 6000 кг/м3. Най-
дено, что при этом молекулы Н2 сначала объединяются в шестичленные циклы (гра-
фитоподобная конфигурация), затем при дальнейшем сжатии формируют структуры с 
координационными числами атомов, равными 4 и 12. При этом давление и относи-
тельная энергия системы монотонно возрастают 

 
Ключевые слова: квантово-химическое моделирование, периодические гранич-

ные условия, функционал плотности, металлический водород 
 

Еще в тридцатые годы прошлого века [1] с помощью модельных квантово-
механических расчетов было показано, что при высоком давлении (~ 250 кило-
бар) водород может переходить в металлическое состояние, в чем-то напоми-
нающее щелочные металлы. Большого интереса эта работа тогда не вызвала, 
хотя предполагалось, что металлический водород может формироваться в не-
драх планет-гигантов Юпитера и Сатурна [2]. Интерес к этой теме резко возрос 
в 1968 году после публикации Ашкрофта [3], где с помощью модельных расче-
тов было показано, что металлический водород должен быть сверхпроводящим 
при высоких температурах (200 - 400 К) и может оказаться метастабильным, 
т.е. не переходить в газовую фазу при снятии давления. Ряд последовавших за 
этим теоретических работ (например, [4-9]) подтвердили возможность возник-
новения сверхпроводящего состояния, но в наиболее поздних работах [8, 9], в 
которых для определения фононного спектра использовались современные 
квантово-химические подходы, величина критической температуры была оце-
нена в 217 К для структуры, соответствующей белому олову с расстояниями  
Н-Н ~ 0.99 Ǻ и координационным числом (КЧ) = 4 (рис. 1). При этом было от-
мечено, что при уменьшении давления от 5000 до 4500 кбар в колебательном 
спектре появляются мнимые частоты, что говорит о том, что структура должна 
измениться. Однако вследствие необходимости численного определения сило-
вых  констант для моделирования фононного спектра была использована ма-
ленькая размножаемая ячейка, состоящая из четырех атомов, что делает дан-
ную модель недостаточно гибкой для перехода к другой конфигурации атомов.  

С начала 70-х годов начали проводиться и экспериментальные работы по 
получению металлического водорода, как с помощью статического давления, 
так и методом ударного сжатия, но без особого успеха. Наконец, в 2017 году 
Диас и Сильвера [10] опубликовали статью, в которой сообщалось о достиже-
нии давления в 5000 килобар с помощью алмазных наковален, покрытых окси-
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дом алюминия (без такого покрытия водород реагировал с алмазом) и получе-
нии металлического водорода. Однако капсула с образцом быстро разрушилась. 
Так или иначе, эта работа дает серьезные основания полагать, что металличе-
ский водород либо уже получен, либо будет получен в скором времени. Поэто-
му представляет интерес моделирование изменения структуры водорода при 
постепенном увеличении плотности, может ли он сформировать решетки, ана-
логичные решеткам щелочных (с координационным числом КЧ = 8) или благо-
родных металлов (с КЧ = 12) и как будут вести себя при этом давление и энер-
гия системы, т.е. имеются ли хотя бы намеки на возможность формирования 
метастабильного состояния. Выяснению этих вопросов с помощью современ-
ных квантово-химических подходов и посвящена данная работа.  
 

Методика расчетов 
 В данной работе для моделирования энергии и строения изучаемой сис-
темы применен функционал плотности PBE [11] с периодическими граничными 
условиями с использованием программного комплекса VASP [11, 12] (Vienna 
ab-initio simulation program). В качестве базиса применены проектированные 
плоские волны PAW [13] с соответствующим псевдопотенциалом, и функцио-
нал PBE [14]. Предел по энергии (Ес), определяющий полноту базисного набора, 
был увеличен до 800 эВ, а количество точек в к-пространстве – до 8 8 8 и 6 6 6 
для размножаемых ячеек из 16 и 36 атомов, близких по форме к кубическим, и 
до 6,12,6 для "сплющенных" ячеек. Дальнейшее увеличение этих параметров 
приводит к незначительным изменениям полных энергий и межатомных рас-
стояний (не более 0.01 эВ на атом и 0.01 Ǻ для параметров ячейки).  
 

           
  (a)                                                          (b) 

Рис. 1. Размножаемые ячейки, использованные для моделирования 
 

Для обеспечения возможных структурных изменений были использованы 
размножаемые ячейки из 16 и 36 атомов (рис. 1) с исходными структурами, со-
ответствующими решеткам с КЧ = 8 (a) и 12 (b). В процессе оптимизации 
структуры варьировались не только координаты атомов, но и форма ячейки, а 
ее объем последовательно уменьшался, что вело к соответствующему увеличе-
нию плотности. 



60 

Обсуждение результатов 
 В качестве основного объекта моделирования была использована более 
крупная ячейка (b). При плотности d ~ 1000 кг/м3 и ниже сжатый водород оста-
ется в виде двухатомных молекул (рис. 2, a, н). При возрастании плотности до 
1200 кг/м3 и давления до 3300 килобар начинают формироваться плоские шес-
тичленные циклы, и структура становится графитоподобной (рис. 2, b), но с 
разными длинами связей Н-Н: 2х0.77 и 4х0.98 Ǻ. 
 

        
d=837 кг/м3,   (a),  P=1334 кбар;   d=837 кг/м3,  (н),  P=1413 кбар; 

         
     (b)  d=1205 кг/м3, P=3354 кбар;   (c1), d=1434 кг/м3, P=4766 кбар  

          
     (c2), d=1434 кг/м3, P=5002 кбар   (d), d=3544 кг/м3, P=35886 кбар 

Рис. 2. Структуры водорода при разной плотности 
 

При дальнейшем сжатии циклы начинают искажаться (рис. 2, с1), и при 
плотности ~ 1400 кг/м3 возникает другая структура практически с такой же 
энергией и четырехкратно координированными атомами Н, аналогичная рас-
смотренной в [8, 9] (рис. 2, с2). При последующем сжатии она становится наи-
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более энергетически выгодной, и такая картина сохраняется до плотности  
~ 2400 кг/м3 и 16000 килобар, где наряду со структурой (c2) появляется конфи-
гурация (d), в которой КЧ(Н) = 12 (рис. 2). Однако при этой плотности она в пе-
ресчете на одну молекулу Н2 на 0.1 эВ менее выгодна, чем (c). При увеличении 
плотности до 3000 кг/м3 эта разница снижается вдвое, при 3500 кг/м3 она исче-
зает, и далее более выгодной становится (d). Структура с КЧ(Н) = 8 в данной мо-
дели не возникла, а при использовании размножаемой ячейки с 16 атомами ее 
удается получить, но при плотности ~ 2000 – 3000 кг/м3 она оказывается менее 
выгодной, чем структура с КЧ = 4, а при более высокой плотности переходит в 
структуру с КЧ = 12 с той же энергией, что и в модели с 36 атомами. 
 Для молекулярного водорода характерно наличие узкой валентной зоны 
(в рамках данного приближения ~ 1 эВ с центром ~ 10.4 эВ) и широкой запре-
щенной зоны, ~ 9.5 эВ. При его сжатии валентная зона существенно расширяет-
ся в область отрицательных значений, а ширина запрещенной зоны резко сни-
жается. При плотности 837 кг/м3 и хаотичном расположении молекул Н2 за-
прещенная зона становится очень узкой (рис. 3н), а при переходе к более энер-
гетически выгодной упорядоченной структуре (рис. 2а) исчезает (рис. 3а), хотя 
в области уровня Ферми плотность состояний существенно снижается.  
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Рис. 3. Плотности состояний водорода при разной плотности вещества 
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 Следует отметить, что энергетическая разница между этими конфигура-
циями мала (~ 0.03 эВ на одну молекулу), поэтому температура может оказы-
вать существенное влияние на электронно-оптические свойства сжатого водо-
рода в данной области. При дальнейшем повышении давления и переходе к 
графитоподобной структуре (рис. 2, b) плотность состояний вблизи уровня 
Ферми возрастает, но минимум еще сохраняется, и лишь при формировании 
конфигурации с четырехкратной координацией атомов Н (рис. 2, с2) он исчеза-
ет (рис. 3, b, c2). 
 Для более детального рассмотрения поведения запрещенной зоны при 
сжатии водорода были построены диаграммы изменений энергий высшей заня-
той и низшей свободной МО (ВЗМО и НСМО) вдоль линий в k-пространстве, 
пересекающих размножаемую ячейку в разных направлениях (рис. 4). При 
плотности 837 кг/м3 и хаотичной ориентации молекул водорода энергетическая 
разница между этими МО остается значительной (рис 4, 1), т.е. данная система 
является диэлектриком. При той же плотности, но упорядоченном расположе-
нии молекул (конфигурация а) амплитуда изменения энергий уровней резко  
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Рис. 4. Структура запрещенной зоны водорода при разной плотности:  
1 – хаотичная, 2 – упорядоченная ориентации молекул Н2, d = 837 кг/м3;  
3 – конфигурация b, рис. 2, d = 1205 кг/м3; 4 – конфигурация c2, рис. 2,  
d = 1506 кг/м3 
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возрастает, а разница между ними существенно снижается, и даже появляется 
участок, где они соприкасаются (рис 4, 2). При дальнейшем сжатии и переходе 
к графитоподобной структуре энергетическая разница между ВЗМО и НСМО 
продолжает снижаться, и появляется несколько участков, где эти МО сливают-
ся (рис 4, 3). Наконец, при формировании конфигурации с2 с четырехкратно 
координированными атомами Н (плотность 1506 кг/м3 и давление 5002 кбар) 
ВЗМО и НСМО сливаются на целом ряде участков (рис 4, 4). Вероятно, лишь с 
этого момента можно говорить о появлении четко выраженных металлических 
свойств. 
 В заключение перейдем к наиболее интересному моменту – возможности 
существования метастабильного состояния для металлического водорода. На 
рис. 5 представлен график поведения относительной энергии и давления Н2 при 
изменении плотности. Существенно, что во всем рассмотренном диапазоне эти 
характеристики монотонно растут с увеличением плотности, т.е. формирование 
метастабильного состояния для металлического водорода вряд ли возможно, и 
он может существовать лишь при наличии высокого давления, например, в не-
драх планет-гигантов, таких, как Юпитер и Сатурн. 
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Рис. 5. Изменение энергии и давления Н2 при возрастании плотности 

 
Основные выводы 

 При увеличении давления и плотности водорода первоначально не свя-
занные между собой молекулы Н2 объединяются в шестичленные циклы, фор-
мируя графитоподобную структуру (при плотности ~ 1200 кг/м3 и давлении  
~ 3300 кбар), при дальнейшем сжатии (плотность > 1400 кг/м3 и давление  
> 5000 кбар) возникает решетка с четырехкратно координированными атомами 
водорода, при увеличении плотности и давления до ~ 3500 кг/м3 и ~ 36000 кбар 
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соответственно формируется решетка с КЧ(Н) = 12. Характерные для щелочных 
металлов структуры с КЧ = 8 во всем рассмотренном диапазоне плотности ус-
тупают в стабильности конфигурациям, упомянутым выше. 

Во всем рассмотренном диапазоне увеличения плотности давление и от-
носительная энергия системы монотонно растут, т.е. формирование метаста-
бильного состояния для металлического водорода вряд ли возможно, и он мо-
жет существовать лишь при наличии высокого давления. 
 

Данная работа выполнена на ВЦ ИПХФ РАН. 
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 In the framework of the density functional theory based on gradient correction and periodic 
boundary conditions was made a simulation of changes in the structure of the hydrogen with the 
gradual increase of density in the range 800 - 6000 kg/m3. It was found that the H2 molecules at first 
combined into six-member rings (graphite-like configuration), then form structures with coordina-
tion numbers of atoms equal to 4 and 12 after further compression. In the process the pressure and 
the relative energy of the system monotonically increases 
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КРЕМНИЕВЫХ СТЕРЖНЕЙ С ЛИТИЕМ 
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В рамках метода функционала плотности с учетом градиентной коррекции и 

периодических граничных условий выполнено квантово-химическое моделирование 
реорганизации структуры квазикристаллических кремниевых наностержней при 
литировании и делитировании. Найдено, что при внедрении лития регулярная 
структура стержней нарушается, и они становятся аморфными. В интервале 
соотношений Li/Si от 3/1 до 1/2 при нанесении атомов металла на поверхность или 
удалении части атомов лития из поверхностного слоя стержня и отжиге при 
умеренной температуре (400 - 600 К) происходит быстрое (~ 10 пикосекунд) 
восстановление равномерного распределения металла по объему. При более низких 
концентрациях лития выравнивания не происходит, при полном извлечении металла 
квазикристаллическая структура стержня не восстанавливается 

 
Ключевые слова: квантово-химическое моделирование, периодические гранич-

ные условия, функционал плотности, литий-ионные батареи, анодные материалы, 
кремниевые стержни 

 

Введение 
 Литий-ионные аккумуляторы являются наиболее перспективными на се-
годняшний день для использования в электрических транспортных средствах, 
портативной электронике, переносных электроинструментах и т.д. [1, 2], одна-
ко их возможности далеко не исчерпаны. В первую очередь это касается увели-
чения емкости отрицательного электрода по отношению к ионам лития. В боль-
шинстве случаев материалом для отрицательных электродов в них является 
графит, однако емкость такой системы невелика, поэтому продолжается поиск 
качественно новых анодных материалов с высокой емкостью по литию. В каче-
стве многообещающего анодного кандидата зарекомендовал себя кремний. По 
сравнению с углеродом кристаллический Si способен впитать в 10 раз большее 
количество лития. Однако это преимущество не удается реализовать вследствие 
глубоких структурных изменений, приводящих к резким изменениям объема и 
разрушению анода [3-6]. Одно из возможных решений проблемы – поиск не-
кристаллических форм, способных сохраняться в процессе литирования-дели-
тирования, состоящих из наноструктур, тонких пленок, армированных компо-
зитов и т.п. [7-16]. Квазиодномерные материалы на основе наноструктуриро-
ванного кремния предпочтительны по нескольким причинам. Во-первых, они 
могут обеспечить значительное объемное расширение кремния и уменьшить 
путь миграции лития в объеме из-за небольших осевых размеров. Кроме того, в 
ряде случаев они обеспечивают улучшенный перенос электронов. Повышенные 
ионная и электронная проводимости необходимы для создания источников с 
высокой удельной мощностью. В наших предыдущих работах [17-22] были рас-
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смотрены поглощающие литий композиты на основе кремния, нанесенного на 
поверхность допированного азотом карбида кремния, и кремниевые нано-
кластеры, помещенные в сетку из аморфного углерода. Однако в [17] была про-
демонстрирована еще одна достаточно перспективная структура, а именно 
кремниевые наностержни, которые по стабильности превосходят нанокластеры 
и по величине удельной энергии приближаются к кристаллу, что могло бы спо-
собствовать сохранению их структуры при внедрении и удалении лития. Моде-
лированию процесса литирования и делитирования таких стержней и посвяще-
на данная работа. 
 

Методика расчетов 
В данной работе для моделирования изучаемых систем применен тот же 

подход, что и в [17 - 22], основанный на применении функционала плотности с 
периодическими граничными условиями с использованием программного ком-
плекса VASP [23-26] (Vienna ab-initio simulation program). В качестве базиса 
применены проектированные плоские волны PAW [27] с соответствующим 
псевдопотенциалом, и функционал PBE [28]. Предел по энергии (Ес), опреде-
ляющий полноту базисного набора, был принят равным 400 эВ. Использование 
этого подхода для моделирования кристаллического кремния дает параметр 
ячейки 5.47 Ǻ и энергию разделения на атомы De/n 4.57 эВ, что хорошо согла-
суется с данными эксперимента: 5.43 Ǻ и 4.64 эВ [29]. Для моделирования од-
но- и двумерных структур (поверхности, трубки, стержни и т.п.) размеры раз-
множаемых ячеек выбирались так, чтобы расстояния между ближайшими по-
верхностями периодически повторяющихся систем составляли не менее 10 Ǻ.  

Для моделирования в рамках неэмпирической молекулярной динамики 
использовано приближение MD-VASP [23], где используются те же алгоритмы, 
что и при обычной оптимизации структур, но с более грубыми критериями точ-
ности расчета (Ес = 200 эВ, prec = low). На начальном этапе производился разо-
грев системы до заданной температуры (как правило, 400 – 600 К), затем уста-
новление равновесия с термостатом Нозе при заданной температуре (при его 
достижении интервал колебаний потенциальной энергии системы перестает 
меняться, что происходит обычно в пределе до 10000 шагов с временным ин-
тервалом 1 фемтосекунда), затем охлаждение до 10 К и оптимизация структуры 
при обычной точности (Ес = 400 эВ, prec = normal). 

Оценка энергетической стабильности комбинированной системы опреде-
лялась по величине De/n(Li), которая вычислялась как разность между ее энер-
гией и энергией носителя (кремниевого наностержня) и изолированных атомов 
лития, деленная на количество атомов адсорбированного лития: 

De/n(Li) = –[E((SimLin) – E(Sim) – nE(Li)]/n. 
Для металлического лития соответствующая величина в рамках исполь-

зованного приближения составляет 1.61 эВ, экспериментальное значение – 1.64 
эВ [30].  
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Обсуждение результатов 
 Кремниевые стержни, внутренняя часть которых близка по строению к 
кристаллу, а грани соответствуют его редуцированной поверхности, были рас-
смотрены в [17]. Уже при наличии вокруг оси всего двух слоев кремния (L2, 
диаметр 12.5 Ǻ) величина De/n(Si) для стержня оказывается достаточно высо-
кой (4.14 эВ), а при увеличении количества слоев до L=3 и L=4 с диаметром  
~ 19 и 26 Ǻ она возрастает до 4.28-4.35 эВ (и при дальнейшем увеличении диа-
метра стремится к соответствующему значению для кристалла), что оказывает-
ся выше, чем у изолированных полиэдрических кластеров Si близкого диамет-
ра. Так, для кластера Si350 с диаметром ~ 23 Ǻ эта величина составляет 4.04 эВ. 
 

             
   L=2, De/n = 4.14 эВ, D = 12.5Å           L=3, De/n = 4.28 эВ, D = 19 Å    

        
 L=4, De/n = 4.35 эВ, D = 26 Å             L=3, Li216/Si216, D~28 Å 

Рис. 1. Сечения кремниевых стержней разного диаметра и кластер Si350 
 
 Для моделирования взаимодействия с литием в данной работе был ис-
пользован стержень с L = 3. Как было найдено в [18, 19] при моделировании ли-
тирования-делитирования кремния на подложке карбида кремния, при соотно-
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шении Li/Si ~ 1 атомы лития достаточно легко мигрируют по объему кремния 
уже при температуре ~ 400 К, но при снижении концентрации лития его пере-
мещение затрудняется, а при соотношении Li/Si ~ 0.25 осуществление мигра-
ции требует повышения температуры до ~ 900 К. Поэтому для моделирования в 
качестве начальной системы была взята структура с соотношением Li/Si = 1, в 
которой атомы металла хаотично размещены между атомами кремния.  
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Рис. 2. Поведение потенциальной энергии системы Li/Si (L3) в рамках 
VASP-MD (температура 600 К) 
 
 Для оптимизации этой структуры было выполнено моделирование изме-
нения ее строения с помощью неэмпирической молекулярной динамики VASP-
MD циклами по 1000 шагов с последующим продолжением. В процессе первых 
шести циклов (6000 шагов) потенциальная энергия системы постепенно пони-
жается, а затем начинает осциллировать в практически неизменных пределах 
(рис. 2, циклы 7 и 10). После охлаждения системы до 0 К и последующей опти-
мизации получается неупорядоченная структура с приближенно равномерным 
распределением атомов металла по объему, при этом диаметр сечения возрас-
тает примерно в полтора раза (рис. 1).  
 Если окружить эту систему таким количеством атомов лития, которое 
увеличивает соотношение Li/Si до двух (имитация литирования) и провести со-
ответствующую процедуру "отжига", то расположенные первоначально на пе-
риферии системы атомы металла перераспределяются по объему, осциллирую-
щая энергия системы первоначально понижается, а затем стабилизируется  
(рис. 3, 4). Аналогичная картина получается и при соотношении Li/Si = 3, но 
при этом поперечный размер стержня увеличивается примерно вдвое, а вели-
чина De/n(Li) снижается (см. таблицу). 
 

Удельная энергия удаления атомов лития (De/n(Li), эВ) и размеры  
поперечного сечения стержня L3 (D, Å) при различных соотношениях Li/Si 

Li/Si 3/8 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 8/4 10/4 12/4 
De/n(Li), eV 1.97 1.98 1.99 2.01 1.99 1.98 1.93 1.92 1.88 
D, Å ~23 ~ 24 ~ 26 ~ 28 ~ 29 ~ 30 ~ 33 ~ 36 ~ 38 
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    Начальное           Конечное 

Рис. 3. Начальное и конечное сечения кремниевого стержня L = 3 при  
насыщении литием в соотношении 2/1 
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Рис. 4. Поведение потенциальной энергии системы 2Li/Si (L3) в рамках 
VASP-MD (температура 600 К) 
 
 При последовательном извлечении части атомов лития из наружного слоя 
стержня (делитировании) и проведении "отжига" происходит выравнивание 
распределения атомов металла по объему, снижение поперечного размера 
стержня и возрастание значения De/n(Li) (см. таблицу). Эта тенденция сохраня-
ется до снижения соотношения Li/Si = 1/2. 
 При более низких концентрациях лития его извлечение из стержня посте-
пенно осложняется. Так, при удалении 1/4 атомов лития из внешнего слоя сис-
темы L3 при соотношении Li/Si = 1/1 (переход к Li/Si = 3/4, рис. 5) его распреде-
ление по объему выравнивается даже при 400 К примерно за 5000 шагов (~ 5 ps). 
Аналогичное перераспределение атомов лития с выходом их в приповерхност-
ный слой реализуется и при соотношениях Li/Si = 4/8 и 3/8, но при более низ-
ких концентрациях атомы металла остаются преимущественно во внутренней 
области стержня (рис. 6). При полном удалении лития и отжиге при 600 К квази- 
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  Начальное         Конечное  De/n(Li) 1.99 eV, D ~ 26 Å 

Рис. 5. Начальное и конечное сечения кремниевого стержня  L= 3  при  
насыщении литием в соотношении 3/4 

           
           Li/Si = 4/8          Li/Si = 3/8 

     
        Li/Si = 2/8            Li/Si = 1/8        Li/Si = 0 
Рис. 6. Сечения кремниевого стержня L = 3 при различных концентрациях лития 
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кристаллическая структура стержня не восстанавливается, его строение остает-
ся аморфным. Это приводит к тому, что величина De/n(Li) при уменьшении 
концентрации лития в области Li/Si < 1/1 тоже падает, но это вызвано неопти-
мальной структурой системы, а не уменьшением энергии взаимодействия Li-Si.  
 

Основные выводы 
 При внедрении лития в квазикристаллические кремниевые стержни их 
регулярная структура нарушается и не восстанавливается даже при полном из-
влечении металла. Поэтому в процессе циклирования высока вероятность ис-
кажения формы стержней и их агломерация. Для предотвращения этого эффек-
та необходимо либо армировать стержни жестким не взаимодействующим с ли-
тием материалом (например, карбидом кремния), либо окружать их изолирую-
щими слоями, препятствующими агломерации (например, аморфным углеро-
дом). 
 При насыщении литием поперечные размеры стержней существенно уве-
личиваются, как минимум вдвое. 
 При соотношении Li/Si > 1/2 литий легко перераспределяются по объему, 
т.е. внедряется в стержень или извлекается из него. При более низкой концен-
трации распределение металла в кремнии становится существенно неоднород-
ным, а его переход между внешним слоем и внутренней частью стержня за-
труднен. Отсюда следует, что при использовании таких систем в качестве 
анодных материалов соотношение Li/Si не следует снижать до величины менее 
1/2. 

 
Данная работа выполнена на ВЦ ИПХФ РАН при финансовой поддержке РФФИ 

(грант № 15-13-00166). 
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QUANTUM-CHEMICAL MODELING OF INTERACTION  
OF SILICON RODS WITH LITHIUM 

 
A.S. Zyubin, T.S. Zyubina, Yu.A. Dobrovolsky, E.Yu. Evshchik, V.M. Volokhov 

 
Institute of Problem of Chemical Physics RAS, Chernogolovka 

 
In the framework of the density functional theory based on gradient correction and periodic 

boundary conditions was made a quantum-chemical modeling of structure reorganization for quasi-
crystalline silicon nanorods in processes of lithium insertion and extraction. It is found that the 
regular structure of the rods is distorted after Li insertion and they become amorphous. In the inter-
val of the ratios Li/Si from 3/1 to 1/2 when applying the metal atoms to the surface or removal of 
the lithium atoms from the surface layer of the rod and annealing at moderate temperatures (400 - 
600 K) there is a rapid ( ~ 10 picoseconds) recovery uniform distribution of the metal in volume. At 
lower concentrations of lithium alignment does not occur, quasicrystalline structure of the rod can-
not be restored even after complete extraction of the metal 
 

Keywords: quantum-chemical simulation, periodic boundary conditions, density-functional 
theory, rechargeable Li-ion battery, anode materials, silicon rods 
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ФОРМИРОВАНИЕ ОЗОНА ПРИ ГИДРОЛИЗЕ ГЕКСАГОНАЛЬНЫХ 
КЛАСТЕРОВ (MnO2)3,6 И (MnO2(H2SO4)2)3,6. КВАНТОВО-ХИМИЧЕСКОЕ 
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Институт проблем химической физики РАН, Черноголовка 
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В настоящей работе были рассчитаны структуры кластеров (Mn-A2)3,6, где A=O 

и SO4, и исследована возможность выделения озона при взаимодействии с водой. Для 
расчетов были использованы функционал плотности PBE с базисом проектированных 
плоских волн PAW и гибридный функционал B3LYP с базисами 6-31G*. Показано, 
что в отличие от кластеров (MnA)3,6, в случае (MnA2)3,6 процесс образования озона на 
поверхности кластера энергетически выгоден на всех уровнях расчета 

 
Ключевые слова: марганец, О3, (MnO2)n, (Mn(SO4)2)n 

 

 Восстановление озонового слоя является актуальной экологической зада-
чей. В этом плане использование для этого шестиядерных марганцевыx класте-
ров может оказаться полезным, поскольку кластеры Mnn окисляют воду до О2 
при n = 2, 4, 8, 16 и до О3 при n = 6, 12, 18. В работе [1] предположено, что в ус-
ловиях водного дефицита в хлоропластах морских водорослей появляются шес-
тиядерные марганцевые кофакторы 6Mn-co, которые окисляют воду шести-
электронно до О3. Эксперименты [2] по окислению воды кластерами Mn(IV) в 
сернокислотных растворах показали, что процесс осуществляется в координа-
ционных сферах кластеров Mnn (n = 2 – 18), образующихся в различных усло-
виях опытов (разные концентрации Mn и H2SO4 или разных температурах рас-
творов). Эти кластеры получаются из биядерного комплекса (MnO)2 в серно-
кислотных растворах. Стабильные кластеры марганца образуются также при 
олигомеризации трёхядерных шестиугольных комплексов (MnO)3 в условиях 
высокого вакуума, масс-спектрометрически идентифицированы кластеры 
вплоть до (MnO)12, причем в этих же условиях образуются и другие кластеры 
(MnOx)n, где n = 1 – 13 [3]. В [4-8] на основании анализа пиков в масс-спектрах 
было найдено, что кластеры (MnO)n для n= 3, 6, 9, 12 могут быть необычайно 
стабильными, и было высказано мнение, что (MnO)3 кластер, имеющий струк-
туру шестиугольника, является строительным блоком более крупных класте-
ров, которые растут шестиугольными стопками, в отличие от объемной фазы 
MnO, имеющей кубическую структуру. В настоящей работе мы рассмотрим 
взаимодействие с водой гексагональных кластеров (MnA)n и (MnA2B2)n, где  
A, B = O, SO4 и H2SO4.  

В данной работе использован испробованный нами ранее [9-11] подход, 
основанный на применении функционала плотности с периодическими гранич-
ными условиями в рамках комплекса VASP [12-15] (Vienna ab-initio simulation 
program). В качестве базиса применены проектированные плоские волны PAW 
[16] с соответствующим псевдопотенциалом, и функционал PBE [17] 
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(PBE/PAW). Предел по энергии (Ес), определяющий полноту базисного набора, 
был принят равным 400 эВ. Для оптимизации электронного состояния исполь-
зовался метод Метфесселя-Пакстона [18] с параметром размытия (σ) 0.2 и ап-
проксимацией энергий на величину σ = 0. Такой подход приводит к автомати-
ческому определению количества неспаренных электронов (M) наиболее ста-
бильного изомера исследуемой системы. После определения (на уровне 
PBE/PAW) числа неспаренных электронов в наиболее энергетически выгодной 
структуре проводился расчет геометрии наиболее стабильных структур, отно-
сительной энергии и эффективных зарядов на атомах (по Малликену [22]) с ис-
пользованием хорошо зарекомендовавшего себя в молекулярных расчетах гиб-
ридного функционала плотности B3LYP [19, 20] с базисами 6-31G* и 6-31G** 
(в рамках программного комплекса GAUSSIAN [21]). 
 В расчетах кластеров (MnOm)n, n= 1-12, m= 1, 2, показано, что полученные 
нами на уровне PBE/PAW результаты хорошо (в пределах 0.01-0.02 Ǻ в валент-
ных расстояниях и 1-5º в углах) согласуются с литературными расчетными дан-
ными и экспериментальными значениями.  

Согласно таблице гексагональные структуры кластера (MnO)6 c трина-
дцатью (M = 13) и пятнадцатью (M = 15) неспаренными электронами располо-
жены на энергетической шкале очень близко друг к другу, однако на 1.03 эВ 
ниже, чем кубическая структура, поэтому в дальнейшем мы рассматривали гек-
сагональные структуры кластеров.  

Для кластеров (MnO)3 и (MnSO4)3 наиболее стабильны структуры с M = 13 
и M = 15, которые расположены на энергетической шкале очень близко друг к 
другу (в пределах 0.4 и 0.1 эВ). Энергия объединения трех молекул MnO с об-
разованием кластера (MnO)3 в пределах 0.4 эВ близка к аналогичному значению 
образования кластера (MnSO4)3 из трех молекул MnSO4 (7.02 и 7.41 эВ, соответ-
ственно). В свою очередь, образование кластеров (MnO)6 и (MnSO4)6 из, соот-
ветственно, двух молекул (MnO)3 и (MnSO4)3 приводит к выделению еще более 
близких (в пределах 0.1 эВ) энергий (3.38 и 3.48 эВ, соответственно). 
 
Структуры 1 – 67 рассчитанных кластеров (MnAkBi)m*nH2O, (A, B = O, SO4, 
H2SO4; i, k = 0, 1, 2; n= 3-15, m= 3, 6, 12), количество неспаренных электронов в 
них (M) и относительные энергии (в эВ) различных изомеров (ΔM – для сравне-
ния структур одного типа с разными M и Δst – для сравнения структур разного 
типа с одинаковыми M). Использованные уровни расчета (L) см. в тексте 

N Кластер (MnA)n M ΔM Δst L 
m=1      
1 (MnO)  5 0  I 

2 
(Mn(SO4))

  

5 0  I 

m=3      
3 

(MnO)3
  

13 
 

033 
0.31 
0.31 
0.32 

 I 
II 
III 
IY 
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Продолжение табл. 
4  15 0 

0 
0 
0 

 I 
II 
III 
IY 

5 

(MnO)3*3H2O

  

13 0.31 
0.36 
0.42 

 II 
III 
IY 

6  15 0 
0 
0 

 II 
III 
IY 

7 
8 

(Mn(SO4))3

  

13 
15 

0 
0.07 

 I 
I 

9 

(Mn(SO4))3*3H2O

   

15  0 
0 
0 

II 
III 
IY 

10 

(Mn(SO4))3*3H2O

   
(O3)

 

15  4.06 (O3) 
3.82 (O3) 
3.80 (O3) 

II 
III 
IY 

11 
(MnO2)3* 

 

7 0  I 

12 
13 
14 
15 

(MnO2)3*3H2O

  

9 
11 
13 
15 

0 
1.39 
3.21 
5.33 

0 
0 
0 
0  

I 
I 
I 
I 

16 
17 
18 
19 

(MnO2)3*3H2O

 
(O3),

   
(O2)

 

9 
11 
13 
15 

0(O2) 
0.10(O2) 
1.47(O3) 
2.93(O3) 

0.71(O2) 
-0.58(O2) 
-0.61(O3) 
-1.69(O3) 

I 
I 
I 
I 

20 
21 
22 
23 

(Mn(SO4)2)3

   

9 
11 
13 
15 

0 
0.06 
0.07 
0.83 

 I 
I 
I 
I 

24 
25 

(Mn(SO4)2)3*3H2O

  

9 
11 

1.65 
0 
0 
0 
0.12 

0 
0 
 

I 
I 
II 
III 
IY 
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Продолжение табл. 
26   13 1.46 

0.07 
0.03 
0 

0 
0 
0 
0 

I 
II 
III 
IY 

27  15 1.36 
0.01 
0.02 
0.13 

0 
0 
0 
0 

I 
II 
III 
IY 

28 
29 
30 
 
 

(Mn(SO4)2)3*3H2O

  

(O3), 

 

(O2)

 

9 
11 
13 

1.09(O2) 
0.52(O2) 
0 (O3) 
0 (O3) 
0 (O3) 
0 (O3) 

0.41(O2) 
1.48(O2) 
-0.69(O3) 
-0.29(O3) 
-0.25(O3) 
-0.27(O3) 

I 
I 
I 
II 
III 
IY 

31  15 0.74(O3) 
0.22(O3) 
0.23(O3) 
0.24(O3) 

0.14(O3) 
-0.01(O3) 
-0.01(O3) 
-0.16(O3) 

I 
II 
III 
IY 

32 

(Mn(SO4)2)3*6H2O

  

11 0  I 

33 
34 

(Mn(SO4)2)3*9H2O 

   

11 
13 

0 
0.55 

0  
0 

I 
I 

35 
36 
37 

(Mn(SO4)2)3*9H2O,  

(O3),

 

(O2)

 

11 
13 
13 

0(O2) 
0.56(O2) 
1.29(O3) 

-1.31(O2) 
-1.31(O2) 
-0.58(O3) 

I 
I 
I 

38 

(MnO2(H2SO4)2)3

  

9 0  I 
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Продолжение табл. 
39 
40 

(MnO2(H2SO4)2)3*3H2O

  

9 
13 
 

 0 I 
I 

41 
42 

(MnO2(H2SO4)2)3*3H2O 

 

(O3),
 

(O2)

 

9 
13 

0(O2) 
0.50(O3) 

1.07(O2) 
 

I 
I 

m=6      
43 

(MnO)6 гексагональная

   

26 
 
 
 
 
 

0  
0 
0 
0 
1.56 
1.58 
1.61 

0 
 
 
 
0 
0 
0 

I 
YI
II 
IX 
X  
II 
III 
IY 

44  28 0.27 
0.51 
0.53 
0.56 

0 
0 
0 
0 

I 
II 
III 
IY 

45  30 0.71 
0.83 
0.78 
0.71 
0 
0 
0 

0 
 
 
 
0 
0 
0 

I 
YI
II 
IX 
X  
II 
III 
IY 

46 
(MnO)6 кубическая

   

26 
 

0.88 
2.10 
2.09 
2.04 

1.90 
0.83 
0.79 
0.71 

I 
II 
III 
IY 

47  28 0.63 
0.45 
0.48 
0.49 

1.39 
0.23 
0.23 
0.21 

I 
II 
III 
IY 

48  30 
 

0 
0 
0 
0 

0.31 
0.29 
0.28 
0.28 

I 
II 
III 
IY 
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Продолжение табл. 
49 

(Mn(SO4))6

   

30   I 

50 

(Mn(SO4))6*12H2O
 

 

30   I 

51 
52 

(MnO2)6
 

 

6 
10 

0.15 
0 

 I 
I 

53 
54 
55 (MnO2)6*3H2O

  

8 
18 
22 

0 
0.36 
3.93  

0  
0 
0  

I 
I 
I 

56 
57 
58 (MnO2)6*3H2O,

  

(O3),

  

(O2)

 

8 
18 
22 

0 (O2) 
0.94(O2) 
2.00(O3) 

-0.38(O2) 
0.20(O2) 
-2.31(O3) 

I 
I 
I 

59 

(MnO2(H2SO4)2)6

  

16 
18 
 

3.55 
0 

 I 
I 

60 
61 
62 
63 

(MnO2(H2SO4)2)6*3H2O

  

18 
24 
26 
30 

0 
0.55 

 
0 

I 
I 
I 
I 
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Окончание табл. 
64 
65 
66 
67 

MnO2(H2SO4)2)6*3H2O

 

(O2)

 

20 
24 
26 
30 

0.78(O2) 
048(O2) 
4.58(O3) 
6.49(O3 

 
0.05(O2) 

I 
I 
I 
I 

 
Из таблицы видно, что вблизи наиболее стабильных гексагональных кла-

стеров (MnA1,2)m на энергетической шкале расположены несколько близко ле-
жащих изомеров, отвечающих различным значениям количества неспаренных 
электронов (M) на атомах металлов. В процессе адсорбции воды на поверх-
ность гексагональных кластеров или образования более крупных кластеров из 
более мелких (например, (MnA1,2)3 + (MnA1,2)3 = (MnA1,2)6) часть электронных 
пар разрывается с небольшими затратами энергии (в пределах 1.5 эВ).  
 На основании анализа таблицы можно сказать, что гексагональные струк-
туры в основном состоянии кластеров марганца типа (MnAkBi)m*nH2O, (A, B = O, 
SO4, H2SO4; i, k = 0, 1, 2; n = 3-15, m= 3, 6, 12) при взаимодействии с водой могут 
выделять кислород и озон (при возбуждении или нагревании). В исследованных 
кластерах на энергетической шкале близко лежат несколько изомеров с различ-
ным количеством неспаренных электронов. Окисление окружающего простран-
ства кластеров с m= 3, 6 приводит к стабилизации изомеров с большим, чем в 
нейтральной среде, количеством неспаренных электронов. Увеличение числа 
неспаренных электронов приводит к образованию предпосылок к образованию 
озона на поверхности кластера. Возбуждение (< 3 эВ) может приводить к пере-
ходу от изомера с фрагментом O2 на поверхности кластера к изомеру с фраг-
ментом O3. Меняя число неспаренных электронов путем возбуждения (или на-
гревания) основного изомера, можно переключать процесс образования кисло-
рода или озона на концевых поверхностях гексагонального кластера. В частно-
сти, для кластера (MnO2)6 этот процесс происходит на фрагментах (MnO2)3. 
Учитывая, что таких поверхностей у гексагонального изомера (MnO2)6 две, 
можно ожидать образования лишь двух молекул озона. Аналогично, для кла-
стера (MnO2(H2SO4)2)m характерно выделение двух молекул O3 на один кластер 
при m= 6. Строение кластеров с m= 12 и m= 18 в виде димера и тримера откры-
вает для образования кислорода или озона в два и три раза больше мест, поэто-
му для них характерно выделение четырех и шести молекул O3 соответственно, 
что согласуется с экспериментальными результатами [2]. В газовой фазе на по-
верхности кластеров при взаимодействии с молекулами водорода может проис-
ходить поглощение озона с выделением тепла. 
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(MnO2)3,6 AND (MnO2(H2SO4)2)3,6 HEXAGONAL  
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FORMATION. SUPERCOMPUTER SIMULATION 
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In the present work were calculated structures of clusters (MnA2)3,6 where A=O and SO4,  
and theoretically investigated the possibility of separating ozone by the hexagonal cluster when in-
teracting with water. For calculations used the PBE density functional with a basis plane waves 
PAW and the hybrid functional B3LYP with the basis 6-31G*. It is shown that the hexagonal struc-
ture of clusters (MnA2)3,6 (where A=O or SO4) can interact with water to allocate ozone under the 
influence of visible light 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ ПОР В DPPC МЕМБРАНАХ  
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ 
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Исследовано методом молекулярной динамики образование поры в биологиче-
ской мембране под действием постоянного электрического поля, приложенного попе-
рек ее слоев. Создана модель бислоя квадратной DPPC мембраны, у которой имеется 
водяной слой с обеих сторон мембраны. Рассмотрено образование поры в промежутке 
между двумя слоями под действием внешнего электрического поля 

Ключевые слова: DPPC мембрана, диффузия, моделирование, электрическое 
поле, молекулярная динамика, биофизика, липиды 

ВВЕДЕНИЕ 
Изучение биологических мембран является одним из основных проблем 

биофизики. Благодаря исследованию структуры и функциональных особенно-
стей мембран, станет возможным решить основные задачи биофизики, относя-
щиеся к поведению клеток и организма как открытых систем (транспорт ве-
ществ), к биоэнергетике, регуляции биосинтетических и структурообразующих 
процессов, к действию ферментативных систем. Биологические мембраны бла-
гоприятно влияют на транспорт, а также выполняют множество различных кле-
точных функций [1]. 

Мембрана, в основном, состоит из липидов, белков и углеводов. Она име-
ет сложную структуру, подвижна, между молекулами имеется тесная связь и 
взаимопроникновение. Мембрана существенно отличается от окружающего ее 
водного раствора, к примеру, ее внутренние гидрофобные слои характеризуют-
ся малым значением диэлектрической проницаемости. 

Одной из важнейших функций биологических мембран  является транс-
порт веществ сквозь мембрану. Различают два вида транспорта веществ в мем-
бране пассивный и активный. Если вещество движется через мембрану из об-
ласти с высокой концентрацией в сторону низкой концентрации (т.е. по гради-
енту концентрации этого вещества) без затраты клеткой энергии, то такой 
транспорт называется пассивным, или диффузией. Активный транспорт имеет 
место в том случае, когда перенос осуществляется против градиента концен-
трации. Такой перенос требует затраты энергии. Также говорят, что имеет ме-
сто активный транспорт веществ сквозь мембрану в том случае, когда прило-
жено внешнее электрическое поле, что рассмотрено в данной работе. 

Задачей работы было исследование методом молекулярной динамики об-
разования поры в биологической мембране под действием постоянного элек-
трического поля, приложенного поперек ее слоев. 
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ОБРАЗОВАНИЕ ПОРЫ ВОДЫ В ЛИПИДНЫХ МЕМБРАНАХ 
Исследовалась мембрана, состоящая из бислоя липидов дипальмитоил-

фосфатидилхолина (DPPC). Для моделирования выбрано силовое поле 
CHARMM36. Оно предложено в 2010 г. и хорошо описывает динамику фосфо-
липидных мембран (см. например [2]). Для окружающего мембрану водяного 
слоя потенциал взаимодействия выбран в виде TIP3. Модель построена с по-
мощью сервиса www.charmm-gui.org. Была выбрана квадратная модель мем-
браны с периодическими граничными условиями в ее плоскости. Количество 
липидов 512 (256 на каждый слой), имеется водяной слой с обеих сторон мем-
браны. Давление 1 бар для всех температур. Исходный вид мембраны пред-
ставлен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Бислой липидов DPPC, окруженный молекулами воды сверху и 

снизу, ионы – KCl 
 
Образование поры наблюдалась, когда бислой был подвергнут воздейст-

вию внешнего электрического поля. Температура моделирования составляет 
298.15 К. В системе также присутствуют ионы KCl. Время моделирования со-
ставило 1 нс.   

Моделирование состоит из трех этапов.  
1. На первом этапе проводится минимизация энергии системы. Целью 

этапа является приведение системы в состояние с как можно более равномерно 
распределенными по объему молекулами (и, соответственно, как  меньшими 
силами), чтобы в начале моделирования не получить пробеги молекул за время 
шага интегрирования порядка размеров системы. 

2. Следующим этапом проводится приведение системы в состояние тер-
модинамического равновесия (так называемая термализация). Термализуемая 
система находится в NVT ансамбле. При этом в качестве термостата применя-
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ется термостат Berendsen. Группы атомов, принадлежащие воде и липидам, 
термализуются отдельно. Термализация проходит в течение 400 пикосекунд с 
шагом в 1 фемтосекунду. 

Третьим этапом моделирования является production-этап. На этом этапе 
система заключается в NPT ансамбль. При этом термостатом является термо-
стат Nose-Hoover, а в качестве баростата используется алгоритм Parrinello-
Rahman. Моделирование проводится в течение 1 наносекунды модельного вре-
мени с шагом в 2 фемтосекунды. 

В результате моделирования наблюдалось образование поры в мембране, 
что представлено на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Образование поры в DPPC мембране под действием электрического 

поля; a – мембрана под действием электрического поля в момент времени  
100 пс; b – 300 пс; c – 500 пс; d – 600 пс; e – 800 пс; f – 1000 пс 
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Липиды, которые видны на рис. 1 в промежутке между слоями, были уда-
лены с рис. 2, для того, чтобы можно было наглядно рассмотреть образование 
поры в мембране. 

Из рисунка видно, что со временем в двухслойной мембране DPPC обра-
зуется пора, обусловленная действием электрического поля. Анализ получен-
ных данных позволяет сделать вывод, что выбранного времени моделирования 
в 1 нс недостаточно, чтобы наблюдать диффузию ионов K+ и Cl– сквозь мем-
брану, но уже достаточно для образования самой поры.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате исследования наблюдалось образование поры в DPPC мем-

бране под действием постоянного электрического поля, приложенного в попе-
речном направлении к бислою. В дальнейшем предполагается провести моде-
лирование на гораздо больших временах (порядка десятков наносекунд) Ре-
зультаты моделирования будут применены для вычисления профиля электриче-
ского потенциала в поре мембраны и коэффициента диффузии ионов сквозь 
нее.   
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SIMULATION OF PORE FORMATION IN DPPC MEMBRANES  
UNDER THE ACTION OF AN ELECTRIC FIELD 

D.V. Zavyalov, Sh.Sh. Kambarova 
Volgograd State Technical University 

The molecular dynamics method was used to study the formation of pores in a biological 
membrane under the action of a constant electric field applied across its layers. A bilayer model of a 
square DPPC membrane has been created, which has a water layer on both sides of the membrane. 
The formation of a pore in the interval between two layers under the influence of an external elec-
tric field is considered 
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Сформулирована математическая модель для исследования электродинамиче-
ских процессов в неупорядоченном S-I-S контакте (S – сверхпроводник, I – изолятор) 

 
Ключевые слова: математическая модель, вихретоковые процессы, неупорядо-

ченный контакт, случайные квантовые закоротки, туннельная проводимость, про-
странственный «шум» туннельной проводимости 

 

Физическая модель рассматриваемого в данной работе длинного неупо-
рядоченного S-I-S туннельного контакта [1 – 4] состоит в следующем (рис. 1). 
Контакт находится при температуре 0Т   во внешнем магнитном поле 
 0, ,0yH . Одинаковые S-берега контакта разделены I-слоем с характерными 
размерами: длина x JL    (длинный контакт), который в рамках рассматривае-
мой модели  в теоретических формулах формально может считаться бесконеч-
ным: xL   , ширина y JL    (узкий контакт), J  – джозефсоновская глубина 

проникновения магнитного поля в контакт, толщина zL ~ 10a , где a ~ 1010 м – 
межатомное расстояние. Высота потенциального барьера (для туннелирующих 
электронов) I-слоя: 0 const.U   Внутри I-слоя случайно распределены одинако-
вые притягивающие электроны примеси, на которых происходит рассеяние 
туннелирующих через I-слой электронов. 1N   – полное число примесей в  
I-слое,  1 2, , ,N NΓ r r r   – их случайная пространственная конфигурация в  
I-слое, ir  – координаты примесей. 0E  – энергия локального электронного уров-

ня на примеси,   1 21 2
0 02m U E

       – характерный радиус локализации 
электронной волновой функции на уровне 0E , где m – масса электрона,   – по-
стоянная Планка. Примеси распределены макроскопически однородно по объ-
ему x y zV L L L  I-слоя с безразмерной концентрацией 3 1c n    , (n N V ) – 
модель слабого структурного беспорядка. Уровень Ферми контакта 0U   на-
ходится в ближайшей окрестности уровня 0E  – внутри энергетического спектра 
туннельных резонансов, ассоциированных с квантовыми резонансно-
перколяционными траекториями (КРПТ) [5]. При этом наибольший интерес 
представляет область энергий 0E    ,      , где   – характерная энер-
гетическая ширина существенных туннельных резонансов,   – энергетическая 
щель сверхпроводящего конденсата (электронных куперовских пар) в S-берегах 
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контакта. Волновая функция сверхпроводящего конденсата в S берегах имеет 
вид:  1,2 0 1,2exp i     , где 1  и 2  фазы этой волновой функции в каждом из 
S-берегов [6, 7]. Модуль этой волновой функции, как обычно в таких задачах, 
считается постоянным 0 const  , не возмущенным слабой туннельной связью 
через I-слой между S-берегами [1, 8], а возмущается лишь разность фаз 

1 2      между S-берегами. 
 

zL

J

yL

xL

H

 
Рис. 1. Физическая модель джозефсоновского контакта с примесями в  

I-слое, помещенного в параллельное плоскости контакта магнитное поле (0, Hy, 0), 
большее нижнего критического. J  − характерный размер джозефсоновского 
вихря. Точки в I-слое символизируют примеси 
 

Основное уравнение математической модели вихревых токов в длинном 
S-I-S контакте, находящемся в магнитном поле, следует из уравнения Максвелла 

   rot ,DH j t
 


                             (1) 

которое для рассматриваемой геометрии контакта и магнитного поля (рис. 1) 
принимает вид [1]: 

   0 ,y z
z

H Ejx t
 

   
 

                      (2) 

где zj  − плотность туннельного тока в I-слое контакта, 0  − диэлектрическая 
проницаемость вакуума,   − относительная диэлектрическая проницаемость I-
слоя, z zE V L  − напряженность электрического поля в I-слое, V − электриче-
ское напряжение на контакте. Отметим, что в условиях длинного  x JL    и 

узкого  y JL    контакта, зависимостью всех физических полей в контакте от 
пространственной переменной y можно пренебречь [1, 8]. 

Плотность тока zj  включает в себя два слагаемых 

z s nj j j  ,                                     (3) 
где sj  − плотность сверхтока через контакт, nj  − плотность нормального тока 
через контакт. 
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Плотность нормального тока равна 

   
1

2n
T T

Vj e tR V R V
 


 ,                           (4) 

где  TR V  − некоторое, зависящее от температуры T сопротивление (на едини-
цу поверхности) контакта. При 0T   сопротивление  TR V   для напряже-
ний 2V e   [8], а 0nj  . 

Плотность сверхтока sj , напряжение V и напряженность магнитного поля 
yH  связаны с разностью фаз макроскопической волновой функции сверхпрово-

дящего конденсата 1 2      в S-берегах контакта соотношениями Джозефсо-
на [1]: 

sin ,s cj j   

,2V e t
 


                                     (5) 

0
,2yH ed x

 
 
  

где e − заряд электрона, 0  − магнитная проницаемость вакуума, 2 ,z Ld L    

L  − лондоновская глубина проникновения магнитного поля в S-берега контакта, 

2c
πj ge
                                              (6) 

− критическая плотность сверхтока через I-слой, g − не зависящая от темпера-
туры туннельная проводимость контакта в нормальном состоянии. 

Кроме того, при исследовании динамики джозефсоновского вихря в рас-
сматриваемом здесь неупорядоченном контакте в правую часть уравнения (2) 
будет включаться еще создаваемая внешним источником равномерно распреде-
ленная вдоль контакта плотность тока rj , компенсирующая радиационные поте-
ри, обусловленные рассеянием вихря на квантовых закоротках (плотность тока 
«смещения» [1, 2, 4]), и тем самым обеспечивающая возможность его равномер-
ного движения в неупорядоченном контакте. При этом для того, чтобы выделить 
в чистом виде радиационные потери, обусловленные рассеянием вихря, именно 
на квантовых закоротках, мы не будем учитывать омические потери в контакте 
 0nj   и ту часть тока «смещения», которая компенсирует эти потери [2]. 

Подставляя теперь соотношения (3) – (5) в уравнение (2) получаем урав-
нение для разности фаз  ,x t    [2]: 

2 2
2

2 2 2
0

1 sin ,J rx c t
       

 
 , 0.x t                       (7) 

где 
1 1
2 2

0
0 0

z zL Lc cd d
          

                             (8) 
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− скорость Свихарта – скорость распространения электромагнитных волн вдоль 
контакта,   1 2

0 0c     − скорость света в вакууме, 

2 0 ,J
d g      

 
    02

r r
ed j    

 
,                         (9) 

здесь J  − случайная джозефсоновская глубина проникновения магнитного по-
ля в S-I-S контакт.  

Уравнение (7) должно дополняться соответствующими начальными и 
граничными условиями, зависящими от постановки конкретной задачи. Это 
уравнение, вместе с соотношениями (5), является основным уравнением мате-
матической модели для исследования электродинамики вихретоковых процес-
сов в S-I-S контакте, находящемся в магнитном поле. Схематически это иссле-
дование выглядит так: сначала решается уравнение (7), а затем на основе этого 
решения с помощью соотношений (5) исследуется электродинамика. 

Существенным отличием рассматриваемой здесь модели от других моде-
лей вихревых токов в S-I-S контактах является случайный характер туннельной 
проводимости контакта g, обусловленный упругим рассеянием туннелирующих 
через I-слой электронов на случайно расположенных в этом слое примесях. 
Причем в рассматриваемой здесь области параметров контакта случайная тун-
нельная проводимость g определяется случайными КРПТ (случайными кванто-
выми закоротками), возникающими в неупорядоченном (с примесями в I-слое) 
туннельном контакте [5]. Случайный характер туннельной проводимости g оп-
ределяет статистические свойства случайного параметра 2

J
  (9), входящего в 

правую часть основного уравнения математической модели (7). Представим 
этот случайный параметр в следующем виде: 

 2 2 1 ,J J x                               (10) 

где   − символ усреднения по ансамблю случайных примесных конфигура-
ций  NΓ , 

2 0
J

d g      
 

,                        (11) 

   g x g
x

g


  ,                    (12) 

g  − средняя туннельная проводимость неупорядоченного I-слоя,  x  − слу-
чайная функция – относительное отклонение случайной туннельной проводи-
мости неупорядоченного I-слоя от своего среднего значения – пространствен-
ный «шум» туннельной проводимости I-слоя. 

Подставляя (10) в (7) запишем последнее в виде [2]: 

 
2 2

2
2 2 2

0

1 1 sinJ rx
x c t

           
,  , 0.x t               (13) 
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Для завершения формулировки математической модели необходимо иметь 
выражения: для средней туннельной проводимости неупорядоченного I-слоя g , 

определяющей параметр 2
J
  (11), среднего значения случайной функции 

 x  (12) и корреляционной функции    x x   , которые даются их вы-
ражениями, полученными в рамках теории КРПТ, развитой для неупорядочен-
ных I-слоев [3, 5]: 

 
 

 

2
0

22

0 0
1

N

m
m L m

E
ueg p u e du g









 

     
  
 

,                          (14) 

 
     

0,

,

x

x x w x x

  


     
                          (15) 

 
 

 

2
0

2
2 22

0

1 1

2

m
m L m

E
uew p u e duLg








  
 

 
,                          (16) 

 
2 2

0 24 2 2
,  

   
 

 2
0 02

2 ,m U E  


  2
2

2 ,m  


 

 
2

2 12 uu u em
     − энергетическая ширина туннельного резонанса для КРПТ 

с безразмерным шагом 2u y  , где 2 y  − расстояние между соседними при-
месями вдоль КРПТ, 1 yL L   – безразмерная ширина I-слоя, 

   3 12 2 2 ,
m

m
m cm up u c e u m u

        − вероятность возникновения (в расчете на 
единицу площади неупорядоченного I-слоя) т-примесной КРПТ с безразмер-
ным шагом и,  ,m u  − угол, характеризующий извилистость КРПТ, 

3 2 1 2
0 04 Lg L e      − туннельная прозрачность «пустого» (без примесей) I-слоя, 

zL L   − безразмерная толщина I-слоя. 
Соотношения (13) – (16) вместе с соответствующими начальными и гра-

ничными условиями представляют собой математическую модель неупорядо-
ченного S-I-S контакта с квантовыми закоротками в I-слое. 

На рис. 2 в качестве примера приведены результаты численного расчета 
обусловленных квантовыми закоротками резонансов средней туннельной про-
водимости неупорядоченного контакта (в логарифмическом масштабе) на плос-
кости  0 ,E c   для низкоомного контакта. Более узкий и высокий пик тун-
нельной проводимости учитывает вклад однопримесных туннельных резонан-
сов, ассоциированных с КРПТ, проходящими через одну примесь. Увеличение 
туннельной проводимости в максимуме однопримесного резонанса по сравне-
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нию со случаем «пустого» контакта примерно полтора порядка, а его энергети-
ческая ширина 1 ~ 310 эВ . Более низкий и широкий пик учитывает вклад дву-
примесных туннельных резонансов, ассоциированных с КРПТ, проходящими 
через две примеси. Увеличение проводимости в максимуме двупримесного ре-
зонанса примерно на порядок, а его характерная ширина 2 ~ 210 эВ . Резонан-
сы, соответствующие т-примесным КРПТ  3m   не проявляются вследствие 
весьма малой вероятности их реализации.  
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Рис. 2. Поверхность туннельных резонансов проводимости  
неупорядоченного контакта над плоскостью  0 , , 5эВE c    . Cлучай  
низкоомного контакта 8 1 2

0
3 10 Ом мg     

 
На рис. 3 приведены результаты аналогичного расчета для высокоомного 

контакта. Обратим внимание на чрезвычайно малую энергетическую ширину 
однопримесного резонанса 1 ~ 510 эВ , что на два порядка меньше характерной 
ширины «сверхпроводящей» энергетической щели, используемой в дальней-
ших расчетах: 310 эВ  . Поэтому в рамках рассматриваемой математической 
модели, где требуется    , этот резонанс «не работает», и учитываются лишь 
двупримесные резонансы. Как и в случае низкоомного контакта т-примесные 
( 3)m   туннельные резонансы не проявляются на фоне проводимости «пусто-
го» I-слоя. 

На рис. 4 для случая низкоомного контакта приведены результаты чис-
ленных расчетов для относительных среднеквадратичных флуктуаций – интен-
сивности пространственного «шума» туннельной проводимости неупорядочен-
ного контакта, усредненного на характерном масштабе решаемых задач – джо-
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зефсоновской длине: 
1 21 22 2 ,Jw         где w – параметр корреляцион-

ной функции (16). Результаты расчетов показывают, что эти флуктуации малы: 
 ~ 210 . Таким образом, средняя туннельная проводимость g  рассматривае-

мого неупорядоченного контакта является хорошо определенной величиной на 
характерных пространственных масштабах решаемых задач. 

На рис. 5 приведены аналогичные результаты численных расчетов для 
высокоомного контакта. 
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Рис. 3. Поверхность туннельных резонансов проводимости  

неупорядоченного контакта над плоскостью  0 , , 5эВE c    . Случай  
высокоомного контакта 5 1 2
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3 10 Ом мg     
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Рис. 4. Интенсивность пространственного «шума» туннельной  
проводимости низкоомного неупорядоченного контакта 
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 cE ,0
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Рис. 5. Интенсивность пространственного «шума» туннельной  
проводимости высокоомного неупорядоченного контакта  

 
Таким образом, основное уравнение математической модели (13) представ-

ляет собой нестационарное нелинейное стохастическое уравнение sin-Gordon, 
статистические свойства которого определяются соотношениями (14)-(16). 
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КОНЕЧНО-РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ СТОХАСТИЧЕСКИ  
ВОЗМУЩЕННОГО ЛИНЕАРИЗОВАННОГО СТАЦИОНАРНОГО  
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Н.В. Кирпиченкова, В.Я. Кирпиченкова, К.В. Крыжановский  
 

Южно-Российский государственный политехнический университет (НПИ)  
им. М.И. Платова, Новочеркасск 

wkirpich@rambler.ru 
 

Получена усредненная конечно-разностная схема для численного решения сто-
хастически возмущенного линеаризованного стационарного уравнения sin-Gordon, 
предназначенная для математического моделирования вихретоковых процессов малой 
амплитуды в неупорядоченных джозефсоновских контактах 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, конечно-разностная схема, 

вихретоковые процессы, стохастически возмущенное линеаризованное уравнение sin-
Gordon, неупорядоченный контакт, квантовые закоротки 

 

1. Введение 
Электродинамике джозефсоновских S-I-S контактов посвящено огромное 

число публикаций, эта тематика отражена в многочисленных обзорах, моно-
графиях и учебниках, что обусловлено как фундаментальностью самой этой 
проблемы, так и уже широким спектром применения сквидов (SQUID – Super-
conducting QUantum Interference Device) – устройств на основе джозефсонов-
ских контактов в различных областях науки и техники. В качестве перспектив-
ных исследуются, например, возможности создания элементной базы кванто-
вых суперкомпьютеров на базе джозефсоновских контактов. В этой связи сле-
дует отметить фундаментальную монографию А. Бароне и Дж. Патерно [1].  

Одним из направлений электродинамики джозефсоновских S-I-S контактов 
является исследование вихревых токов и, в том числе, уединенных джозефсо-
новских вихрей, появляющихся в контактах, находящихся в параллельном плос-
кости контакта внешнем магнитном поле, превышающем нижнее критическое 
значение. Джозефсоновский вихрь (флуксон) несет квант магнитного потока и 
может перемещаться вдоль контакта при приложении к этому контакту внешне-
го напряжения. Это направление исследований связано, в частности, и с практи-
чески важной задачей изучения транспорта информации (один бит = один флук-
сон) вдоль длинных джозефсоновских контактов – джозефсоновских линий свя-
зи, соединяющих логические элементы в перспективных компьютерах, осно-
ванных на джозефсоновской технологии [1]. 

Электродинамика вихревых токов в длинных идеальных джозефсоновских 
контактах давно и хорошо изучена на основе математической модели, основан-
ной на нелинейном уравнении sin-Gordon [1]. Вместе с тем в реальных джозеф-
соновских контактах присутствуют различные искажения в слое изолятора этого 
контакта, в частности, случайные квантовые закоротки, обнаруженные и иссле-
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дованные в [2]. Наличие случайных квантовых закороток приводит к необходи-
мости рассматривать стохастически возмущенное уравнение sin-Gordon [3 – 9] в 
качестве математической модели вихретоковых процессов в реальных джозеф-
соновских контактах. 

Вместе с тем математическая сложность и «многопараметричность» этой 
модели неупорядоченного джозефсоновского контакта со случайными кванто-
выми закоротками, большие массивы входных и выходных данных делают 
весьма затруднительным её достаточно детальное и точное аналитическое ис-
следование в широкой области параметров модели, что приводит к необходи-
мости разработки численных методов и основанных на них компьютерных мо-
делей, предназначенных для анализа электродинамики джозефсоновского вих-
ря в таком контакте. 

 

2. Постановка задачи 
Численное решение основного уравнения математической модели вихре-

токовых процессов в неупорядоченном S-I-S (S – сверхпроводник, I – изолятор) 
контакте со случайными квантовыми закоротками в I-слое – стохастического 
уравнения sin-Gordon − сильно осложняется случайным характером туннельной 
проводимости неупорядоченного I-слоя, обусловленным наличием хаотически 
распределенных по этому слою примесей со случайной конфигурацией приме-
сей  1 2, , ,N NΓ  r r r , где ir  − координаты примесей в I-слое. В таких задачах, 
в первую очередь необходимо искать усредненное по стохастическому ансамб-
лю  NΓ  решение этого уравнения и дисперсию решения, с помощью которых 
затем исследуются представляющие физический интерес электродинамические 
параметры и процессы в таких контактах. 

Для нахождения усредненного решения численными методами теорети-
чески возможен путь, основанный на параллельных вычислениях, когда урав-
нение численно решается для каждой конкретной реализации стохастического 
ансамбля  NΓ , т.е. для каждого случайного распределения координат приме-
сей в I-слое. Затем на основе полученных таким образом решений (для каждой 
реализации) можно найти усредненное решение путем численного усреднения 
по всем реализациям ансамбля  NΓ . Однако этот путь практически нереализу-
ем, поскольку требует огромных вычислительных мощностей. Действительно, 
например, для джозефсоновского контакта с характерными размерами I-слоя 

6 310 10 10x y zL L L a a a     , где а ~ 1010 м – межатомное расстояние, при 

концентрации примеси 210c   (одна примесь на 100 атомов) число примесных 
атомов 810impN   и они могут равновероятно распределяться по 1010N   пози-
циям (полное число атомов в I-слое). Таким образом, полное число различных 
конфигураций примесей в таком I-слое, т.е. полное число элементов стохасти-
ческого ансамбля  NΓ  по порядку величины оценивается как 

8 8

10
10 210
10

10pN C   . 
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Задача с таким огромным количеством вариантов оказывается невычис-
лимой для современных классических (не квантовых) компьютеров даже при 
параллельных вычислениях на всех суперкомпьютерах Земли за любой разум-
ный промежуток времени. 

Второй путь получения усредненного численного решения основан на 
том, что в рассматриваемой здесь области энергий туннельных резонансов при 
рассматриваемых концентрациях примесей, подавляющий вклад в туннельную 
проводимость неупорядоченного I-слоя дают случайные квантовые закоротки, 
которые и определяют статистику туннельной проводимости в рассматривае-
мой модели. Поэтому можно аналитически произвести статистическое усред-
нение по ансамблю  NΓ  уже на уровне конечно-разностных схем, применяе-
мых для решения уравнения, используя статистику случайных квантовых зако-
роток [10], и в дальнейшем численно решать только одно − усредненное урав-
нение. Именно этот путь и реализуется в настоящей работе.  
 

3. Метод стохастического усреднения конечно-разностной схемы 

Рассмотрим метод усреднения конечно-разностной схемы по стохастиче-
скому ансамблю  NΓ  на примере линеаризованного стохастически возмущен-
ного уравнения sin-Gordon. 

Стационарное уравнение для вихретоковых процессов в рассматриваемом 
здесь неупорядоченном S-I-S контакте имеет вид [10]: 

  
2

2 1 sin ,d k x
dx
       x    ,                                (1) 

где  Nx, Γ    − случайная разность фаз сверхпроводящих параметров по-
рядка в S-берегах контакта,    , Nx x Γ    − случайные флуктуации туннель-
ной проводимости неупорядоченного I-слоя, обусловленные присутствием 
квантовых закороток  в этом слое, 2

Jk   , где  J J NΓ    − случайная джо-
зефсоновская глубина проникновения магнитного поля в неупорядоченный S-I-S 
контакт, 

 
     

0,

,

x

x x w x x

  


     
                                     (2) 

где w – известный параметр корреляционной функции,   − символ усредне-
ния по стохастическому ансамблю  NΓ . 

Сначала рассмотрим наиболее простой вариант – вихретоковые процессы 
малой амплитуды: 1  . Тогда линеаризованное уравнение (1) примет вид: 

 
2

2 1 ,d k x
dx
         x    .                              (3) 



 

96 

Трехточечная конечно-разностная схема для уравнения (3) имеет вид: 

 1 1
2

2 1 ,i i i
i ik

h
    

                                  (4) 

где  ,i i Nx Γ   ,  ,i i Nx Γ    − случайные сеточные функции, h − шаг рав-
номерной сетки,  0, 1, 2,ix ih i     . 

Усредняя конечно-разностное уравнение (4) по стохастическому ансамблю 
 NΓ , получим конечно-разностное уравнение для усредненной функции 

i
  

1 1
2

2
.i i i

i ii
k k

h
 

    
                                (5) 

Дальнейшая задача состоит в нахождении выражения для коррелятора 
   i i i ix x      через i  с целью получения «замкнутой» конечно-

разностной схемы.  
Для вычисления этого коррелятора запишем уравнение (1) в виде соответ-

ствующего интегрального уравнения, для чего сначала перепишем (1) в виде: 

 
2

2 .d k k x
dx
                           (6) 

Соответствующее этому дифференциальному уравнению интегральное 
уравнение имеет вид: 

         0 ,x x k G x x x x dx




                            (7) 

где  0 x  − решение однородного (при   0x  ) уравнения (6) – не случайная 
функция,  G x x  − функция Грина (не случайная) оператора левой части 
уравнения (6), удовлетворяющая уравнению 

     
2

2

d G x x
kG x x x x

dx


       

и имеющая вид: 

  1
2

k x xG x x e
k

   .                                   (8) 

Для нахождения искомого коррелятора умножим (7) на  x  и результат 
усредним по  NΓ : 

               0 .x x x x k G x x x x x dx




                        (9) 

Учитывая, что  0 x  − не случайная функция, получаем, с учетом (2) 

       0 0 0.x x x x       
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Далее проведем «расцепление» тройного коррелятора в подынтегральном 
выражении (9). Учитывая, что в рассматриваемых условиях [10] стохастическая 
норма 1ν  , учтем при этом члены ~ 2 , отбрасывая члены более высокого 
порядка, получаем: 

             3x x x x x x O            . 

Тогда, учитывая (2), с требуемой точностью имеем для тройного корреля-
тора: 

         x x x w x x x          .      (10) 

Подставляя теперь (10), (8) в (9), имеем после вычисления интеграла с  
 -функцией: 

       0 ,x x kG w x      

где, как видно из (8) 

  10 .
2

G
k

  

Таким образом, в конечно-разностной схеме (5) имеем:   

.2i i i
k w      

Тогда с учетом этого результата явная конечно-разностная схема (5) при-
обретает вид: 

2
1 12 1 .2i i i

kwk h
 

 
        

  
                 (11) 

Для «запуска» этой схемы должны задаваться соответствующие гранич-
ные условия, определяемые постановкой конкретной задачи.  

Таким образом, конечно-разностная схема (11) может быть использована 
при численном моделировании вихретоковых процессов малой амплитуды в 
джозефсоновских контактах с квантовыми закоротками. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
НАГРУЗОЧНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ПНЕВМОЭЛЕМЕНТА  

С РЕЗИНОКОРДНОЙ ОБОЛОЧКОЙ МОДЕЛИ Н-50 

В.А. Адонин, С.А. Корнеев, В.С. Корнеев  
Омский государственный технический университет 

bobobadze@yandex.ru 

В статье представлены результаты статических испытаний пневмопружины с 
резинокордной оболочкой модели Н-50. Эмпирически определены силовые характе-
ристики и зависимость внутреннего объема пневмоэлемента при нулевом избыточном 
давлении. Данный результат имеет важное прикладное значение, позволят сопостав-
лять математические модели пневмоэлементов реальному объекту, тем самым полу-
чать более достоверные данные о рабочих характеристиках амортизирующих уст-
ройств 

Ключевые слова: пневмоэлемент, пневмопружина, резинокордная оболочка, 
нагрузочная характеристика, силовая характеристика 

Для верификации математических моделей взаимодействия физических 
объектов необходимо обладать достаточно точными экспериментальными дан-
ными. В данной работе приведены результаты испытаний по определению си-
ловых характеристик и внутреннего объёма пневмоэлемента (ПЭ) с резино-
кордной оболочкой (РКО) модели Н-50 (рис. 1) при нулевом избыточном дав-
лении и нагрузочных характеристик ПЭ. 

 
Рис. 1. Оболочка резинокордная пневматическая баллонного типа 250-100 

модели Н-50 

Объём ПЭ с РКО модели Н-50 при нулевом избыточном давлении 
По методике, описанной в [1], проведено три независимых испытания по 

определению объема оболочки при нулевом избыточном давлении  V x , ре-
зультаты которых представлены на рис. 2. 
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Для аналитического описания полученной эмпирической зависимости 
использовалось квадратичное уравнение регрессии: 

     200 xxcxxbaxV VVV  ,             (1) 
где 0x = 112 мм – координата ПЭ в его среднем положении. Методом наимень-
ших квадратов получены следующие значения коэффициентов регрессии: 

Va  = 2.834 литр, Vb  = 0.226 литр/см, Vc  = – 0.012 литр/см2.     (2) 
 

 
Рис. 2. Зависимость объема РКО модели Н-50 от координаты ПЭ при  

нулевом избыточном давлении: ● – испытание 1; ♦ – испытание 2; ▲ – испытание 3 

Физический смысл коэффициентов (2) можно пояснить через следующие 
выражения для объёма ПЭ и его эффективной площади: 

   
atmppxVxV   ,    

atmpp
eff x

xVxF


 
d

d .    (3) 

Получается, что 
 0xVaV  ,  0xFb effV  ,  0xFc effV  .     (4) 

Здесь штрихом обозначена производная по координате x . Эмпирическая 
зависимость (1) при значениях (2) представлена на рис. 3. 

Среднеквадратическая ошибка отдельного измерения составила 
Vs  = 0.026 литр, среднеквадратическая ошибка среднего V  = 2.24210–3 литр, а 

средняя относительная ошибка V  = 0.9%. 
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Рис. 3. Эмпирическая зависимость (сплошная линия) и опытные данные 

(точки) для объема РКО модели Н-50 по уравнению регрессии (1) 

Результаты статических испытаний ПЭ с РКО модели Н-50 
Для математического описания статических (равновесных) характеристик 

ПЭ с РКО модели Н-50 проведены восемь независимых испытаний с управле-
нием по перемещению при разных значениях начальной координаты ПЭ x  
(рис. 3): 145 мм, 140 мм, 135 мм, 125 мм, 115 мм, 110 мм, 105 мм, 100 мм. Ис-
пытания проводились по методике, описанной в статье [1]. 

Проиллюстрируем порядок обработки первичных опытных данных на 
примере испытания, проведённого при x  = 140 мм. Для других значений на-
чальной координаты ПЭ использовалась аналогичная процедура. 

При заданном ступенчатом законе изменения координаты ПЭ (рис. 4, а) 
определялись усилие ПЭ (рис. 4, б) и избыточное давление в рабочей среде 
(рис. 4, в), в качестве которой использовалась кипячёная вода. На каждой сту-
пени испытания после изменения координаты на заданную величину (шагом 
5 мм, с постоянной скоростью 5 мм/мин) устанавливалась длительная выдержка 
10…60 мин, в течение которой протекал процесс релаксации усилия ПЭ 
(рис. 4, б) и избыточного давления (рис. 4, в) к своему равновесному состоя-
нию. Причиной релаксации является вязкоупругость резинокордного композита 
РКО и связанное с ней изменение объёма оболочки (рис. 4, г). В ходе выдержки 
при неизменной координате ПЭ объём оболочки под действием избыточного 
давления медленно увеличивается, стремясь к некоторому предельному (равно-
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весному) значению. Одновременно с этим из-за малой сжимаемости рабочего 
тела (воды) даже незначительное увеличение объёма (на сотые доли процента) 
приводит к существенному спаду давления и, как следствие, усилия ПЭ. Про-
цесс перехода в равновесное состояние является крайне длительным и занимает 
много времени для каждой ступени. Поэтому в испытаниях достичь равновес-
ного состояния на каждой ступени за приемлемый срок не удавалось, о чём 
свидетельствует индикаторная диаграмма на рис. 5. 

 

 
Рис. 4. Первичные данные испытания ПЭ с РКО модели Н-50 ( x  = 140 мм, 

рабочая среда – вода): а – координата ПЭ; б – усилие ПЭ; в – избыточное  
давление; г – относительное изменение объёма  

Равновесные значения давления ueqp и усилия eqP  для каждой ступени 
изменения координаты ПЭ определялись расчётным путём. С этой целью ис-
пользовалось релаксационное уравнение нелинейной вязкоупругости 

uequ

uequ

p

uequ
u pp

pppp
p

p












 ,  0
0

uttu pp 
,   (5) 

где p  – время релаксации, p  – показатель нелинейности, 0up  – значение из-
быточного давления в момент времени 0tt   в начале выдержки. 
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Рис. 5. Индикаторная диаграмма (рабочая среда – вода, x  = 140 мм) 

Решение дифференциального уравнения (5) имеет следующий вид: 
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 (6) 

Результат применения уравнения регрессии (6) для описания процесса 
релаксации избыточного давления проиллюстрирован на рис. 6 для одной сту-
пени нагрузки и разгрузки ПЭ при x  = 130 мм. Точность аппроксимации опыт-
ных данных достаточно высокая: относительная погрешность не превышает 
1.5%. При этом время релаксации p  = 2.01026 мин, показатель нелинейности 

p  = 7.0. 
При определении равновесного значения усилия eqP  считалось, что для 

каждой ступени изменения координаты ПЭ в процессе выдержки 

    eq P u ueqP t P C p t p   ,            (7) 

где PC  – коэффициент пропорциональности. В каждом испытании и на каждой 
ступени соотношение (7) выполнялось с достаточно высокой относительной 
точностью (порядка 1.0…1.5%), о чём свидетельствует рис. 7. 
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Рис. 6. Релаксация избыточного давления (рабочая среда – вода, 

x  = 140 мм) при постоянной координате x  = 130 мм: 1 – при нагружении;  
2 – при разгрузке; сплошная линия – результат аппроксимации, пунктирная  
линия – данные опыта 

 
Рис. 7. Релаксация усилия ПЭ (рабочая среда – вода, x  = 140 мм) при  

постоянной координате x  = 130 мм: 1 – при нагружении; 2 – при разгрузке; 
а – в зависимости от времени; б – в зависимости от приращения давления; 
сплошная линия – результат аппроксимации, пунктирная линия – данные опыта 

Результатом обработки опытных данных каждого испытания являются 
статические (равновесные) нагрузочные характеристики ПЭ для усилия 
(рис. 8, а), избыточного давления (рис. 8, б) и объёма (рис. 8, в). Данные харак-
теристики с высокой точностью аппроксимируются полиномами пятой степени. 
Из-за малого изменения объема (рис. 8, в) нагрузочные характеристики ПЭ для 
усилия (рис. 8, а) и избыточного давления (рис. 8, б) являются фактически изо-
хорными характеристиками, получаемыми при постоянном объёме ПЭ. 
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Рис. 8. Статические нагрузочные характеристики ПЭ с РКО модели Н-50 

в отдельном испытании (рабочая среда – вода, x  = 140 мм): а – для усилия;  
б – для избыточного давления; в – для объёма; сплошная линия – по эмпирической 
зависимости (полиному 5-й степени); точки – опытные данные для равновесных 
состояний; штриховая линия – исходные опытные данные 

Отличительные параметры проведённых статических испытаний сведены 
в таблице. Начальный объём ПЭ, имеющий место при нулевом избыточном 
давлении, определяется эмпирической зависимостью (1). Полученные статиче-
ские (равновесные) нагрузочные характеристики ПЭ приведены на рис. 9 от-
дельно для избыточного давления и для усилия ПЭ. 

Параметры проведённых статических испытаний 
Номер испытания 1 2 3 4 5 6 7 8 
Начальная коорди-
ната, xмм 145 140 135 125 115 110 105 100 

Начальный объём
 V x  , литр 3.450 3.374 3.291 3.108 2.901 2.788 2.670 2.545 
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Рис. 9. Статические нагрузочные характеристики ПЭ с РКО модели Н-50 

всей совокупности испытаний: а – для избыточного давления; б – для усилия 
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THE RESULTS OF EXPERIMENTAL STUDIES  
OF THE LOAD CHARACTERISTICS OF THE PNEUMOLOGIST  

WITH RUBBER-CORD ENVELOPES MODEL N-50 

V.A. Adonin, S.A. Korneyev, V.S. Korneyev 
Omsk State Technical University 

The article presents the results of static tests air springs with rubber-cord envelopes model 
N-50. The dependence of the internal volume of the pneumatic element at zero excess pressure is 
empirically determined. This result has important practical value, will allow the comparison of the 
mathematical model of the pneumatic elements to the real object, thereby to obtain more reliable 
data on the operating characteristics of damping devices 

Keywords: pneumatic element, air springs, rubber-cord envelopes, load characteristics, 
power characteristics 
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СТРУКТУРНЫЕ ФУНКЦИИ ВНУТРЕННЕГО  
ВРАЩЕНИЯ В 1,1,1 – ТРИФТОРГЕКСАНЕ  

А.В. Котомкин1, Н.П. Русакова1, В.В. Туровцев1,2, Ю.Д. Орлов1 
1Тверской государственный университет 

prospectpobedy@mail.ru 
2Тверской государственный медицинский университет 

Прецизионный расчет термодинамических свойств органических соединений 
требует учета вкладов всех внутренних вращений. В работе найдены пять 
структурных функций F(φ), описывающих вращения вокруг связей С-С в молекуле 
1,1,1-трифторгексана CH3-(CH2)4-CF3 

Ключевые слова: внутреннее вращение, структурная функция, 1,1,1-трифтор-
алканы 

Внутреннее вращение дает существенный вклад в термодинамические 
свойства веществ. Решение торсионного уравнения Шредингера, позволяющее 
получить всю информацию об этой степени свободы [1, 2], требует знание 
потенциальной V(φ) и структурной F(φ) функций. 

Расчёт равновесного строения молекулы CH3-(CH2)4-CF3 и оптимизация 
структур, возникающих при повороте волчков вокруг всех С–С связей на 
каждые 10˚, были выполнены в программе GAUSSIAN 03 методом B3LYP/6-
311++g(3df,3pd) [3]. Для каждого вращения методом Питцера [4] найдены 
структурные функции F(φ) (рис. 1-5).  

Функции F(φ) для CH3(CH2)4–CF3 и CH3–(CH2)4CF3 имеют по три эквива-
лентных ямы (рис. 1 и 2), соответственно с максимальными значениями 0,54 см–1 
и 5,56 см–1 в точках φ = 60○, 180○ и 300○ и минимумами 0,53 см–1 и 5,51 см–1 при 
φ = 0○, 120○ и 240○. 

F(φ) вращения CH3(CH2)3–CH2CF3 симметрична относительно глобально-
го максимума F(φ) = 0,51 см–1 при φ = 180○. Локальный максимум F(φ) = 0,47 см–1 
находятся в точке φ = 0° и два одинаковых минимума F(φ) = 0,39 см–1 в точках 
φ = 90 и  φ = 270 (рис. 3). 

 

 
Рис. 1. Структурная функция F(φ) вращений CH3(CH2)4–CF3 
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Рис. 2. Структурная функция F(φ) вращения CH3–(CH2)4CF3 
 

 
Рис. 3. Структурная функция F(φ) вращения CH3(CH2)3–CH2CF3 

 
Функции, описывающие вращения CH3(CH2)2–(CH2)2CF3 и CH3CH2–

(CH2)3CF3, также симметричны; точкам φ=180° соответствуют глобальные 
максимумы величиной 0,80 см–1 и 0,85 см–1, а φ = 0° – локальные максимумы 
0,69 см–1 и 0,77 см–1. Минимумы для этих вращений имеют значения F(80○) =  
= F(280○) = 0,66 см–1 и F(90○) = F(270○) = 0,74 см–1 соответственно (рис. 4, 5). 

 

 
Рис. 4. Структурная функция F(φ) вращения CH3(CH2)2–(CH2)2CF3 

 



109 

 
Рис. 5. Структурная функция F(φ) вращения CH3(CH2)3–CH2CF3 
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STRUCTURAL FUNCTIONS OF INTERNAL ROTATION  
IN 1,1,1-TRIFLUORINEHEXANE 

A.V. Kotomkin1, N.P. Rusakova1, V.V. Turovtsev1,2, Yu.D. Orlov1 
1Tver State University 

2Tver State Medical University 

Precise computation of the thermodynamic properties of organic compounds requires taking 
into account contributions of internal rotation. In this work 5 structural functions F(φ) for the 
internal rotation around C-C bound in 1,1,1-trifluorinehexane CH3-(CH2)4-CF3 have been made 

Keywords: internal rotation, structural function, 1,1,1-trifluorinealkanes 
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ПРОГРАММНО-АППАРАТНАЯ ЗАЩИТА ИНЖЕНЕРНЫХ СИСТЕМ  
«УМНОГО ДОМА» 

К.В. Маркина, И.А. Мещеряков, Д.А. Солопов, И.А. Дьяков 

Тамбовский государственный технический университет 
KsuMarkina96@yandex.ru, m.ivan8@mail.ru, solopov.dmitriy@mail.ru 

В данной статье рассмотрена программно-аппаратная зашита инженерных сис-
тем «Умного дома». Авторами разработан комплекс программно-аппаратной защиты 
инженерных систем умного дома, который представляет собой системную интегра-
цию охранных GSM сигнализаций, микропроцессорных и аналоговых приборов кон-
троля и управления 

Ключевые слова: программно-аппаратная защита, инженерные системы, сис-
темная интеграция, инженерно-техническое оборудование 

Управление системами умного дома – современное, перспективное на-
правление цифровизации жизни человека. Умный дом представляет собой ком-
плекс программно-аппаратных средств, служащих для управления инженерно-
техническим оборудованием и бытовыми устройствами в доме или квартире 
[1]. 

Состав системы может быть различен и зависит от решаемых задач. Наи-
более востребованными являются подсистемы управления: микроклиматом 
(отопление, кондиционирование, регулирование влажности); энергопотребле-
нием (освещение, бытовые электрические приборы); доступом (охрана) [2]. 

Авторами разработан комплекс программно-аппаратной защиты инже-
нерных систем умного дома и представляет собой системную интеграцию ох-
ранных GSM сигнализаций, микропроцессорных и аналоговых приборов кон-
троля и управления (см. рисунок).  

 

 
Комплекс программно – аппаратной защиты инженерных систем умного дома 
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GSM сигнализации предназначены для автономной охраны квартир, ма-
газинов, частных домов, дач, гаражей и других объектов от несанкционирован-
ного проникновения, пожара, утечки газа, протечки воды и других событий. 
Микропроцессорные и аналоговые приборы позволяют контролировать в ре-
альном времени температуру, влажность, появление воды в зоне установки дат-
чиков, сопротивление изоляции, предельно допустимые токи и напряжение по-
требителей, повышение или понижение напряжения любого количества фаз и 
при обрыве или нарушении порядка их чередования [3]. 

Системная интеграция заключается в разработке комплексных решений 
программно-аппаратной защиты объектов различного назначения. Решаются 
задачи: выбора технического и программного обеспечений, разработки уст-
ройств согласования и коммутации сигналов, разработки алгоритмов и про-
граммного обеспечения; автономное тестирование компонент; изготовление и 
комплексное тестирование прототипа. 

Технические характеристики комплекса. 
GSM сигнализация: 
 Напряжение питания – 9…16 В. 
 Ток, потребляемый в режиме «охрана» – не более 40 мА. 
 Количество беспроводных зон – 10. 
 Количество беспроводных датчиков на зону – 10. 
 Дальность радиоканала прямой видимости – 100 м. 
 Рабочая частота радиоканала – 433 МГц. 
 Количество проводных контролируемых выходов – 6. 
 Рабочий интервал температур +20 … +40 С. 
Приборы контроля и управления: 
 Контроль температуры и влажности от –40 до +125С. 
 Датчик влажности SHT21. 
 Встроенный таймер реального времени с учетом рабочих и выходных 

дней (5-, 6-, 7-дневная рабочая неделя). 
 Принцип определения наличия воды – кондуктометрический или кон-

тактными датчиками. 
 Напряжение питания датчиков – переменное 9-12 В. 
 Гальваническая развязка датчиков – через трансформатор с электриче-

ской прочностью изоляции 6 кВ. 
 Независимые чувствительные каналы – уровень 1, уровень 2, уровень 3 

аварийный. 
 Контролируемая сеть 220 В. 
 Частота контролируемой сети 50-60 Гц. 
 Время задержки реле регулируемое 0-10 сек. 
 Нижний порог срабатывания защиты – регулируемое 165-215 В. 
 Верхний порог срабатывания защиты – регулируемое 225-255 В. 
 Рабочий интервал температур –24 … +50С. 
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 Рабочая влажность воздуха – до 80% при температуре 25 С. 
 Рабочее атмосферное давление – 84 – 106,7 кПа. 
 
Индустриальные партнёры проекта: Первый электронный завод (г. Санкт-Петербург),  

ООО "Вэлл Трейдинг" Охранные системы (г. Санкт-Петербург). 
 

Литература 

1. Гололобов В.Н. «Умный дом» своими руками / В.Н. Гололобов. – М.: НТ Пресс. 
2012. – 416 с. 

2. Харке В. Умный дом. Объединение в сеть бытовой техники и систем коммуникаций 
в жилищном строительстве: пер. с нем. / В. Харке. – Техносфера, 2013. – 292 c. 

3. Официальный сайт ООО "Вэлл Трейдинг" Охранные системы. Режим доступа:  
https://sbis.ru/contragents/7804465802/780401001.  
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In this article, the software and hardware protection of engineering systems of the "Smart 
House" is considered. The authors developed a complex of software and hardware protection for 
smart house systems, which is a system integration of GSM security alarms, microprocessor and 
analog control and control devices 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ИОННОГО ПУЧКА  
В ЛАЗЕРНОМ МАСС-СПЕКТРОМЕТРЕ ЭМАЛ-2 
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Рассмотрена динамика ионного пучка в лазерном масс-спектрометре ЭМАЛ-2. 
Реализована численная модель, построенная на методе «крупных частиц», учитываю-
щая влияние полей пространственного заряда и взаимодействие заряженных частиц с 
полем электродинамической системы. Проведена серия численных экспериментов и 
их сравнение с данными полученными экспериментально 

 
Ключевые слова: метод «крупных частиц», лазерный масс-спектрометр, метод 

«частица – частица» 
 

Классической, весьма распространенной и испытанной на большом коли-
честве приборов схемой работы статических масс-спектрометров является схе-
ма Маттауха-Герцога. Возможность создания на ее основе масс-спектрометров 
с измененными ионно-оптическими схемами [1] и не исчерпанный запас мо-
дернизации [2] привлекает внимание исследователей.  

В настоящей работе рассматривается движение ионного потока в лазер-
ном масс-спектрометре ЭМАЛ-2 (рис. 1), который работает по вышеупомяну-
той схеме. 

 
Рис. 1. Схема лазерного масс-спектрометра с двойной фокусировкой 

ЭМАЛ-2: 1 – лазер, 2 – оптическая система, 3 – источник ионов с фокусирующей 
системой, 4 – электростатический анализатор, 5 – магнитный анализатор,  
6 – фотопластинка 
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Будем считать, что ионный пучок уже создан источником ионов и фоку-
сирующей системой. Энергия ионов на выходе из фокусирующей системы со-
ставляет 25 кэВ, заряд ионного пучка, образованного одним лазерным импуль-
сом, составляет 1 пКл, напряжение на каждой из пластин электростатического 
анализатора составляет 900 В, а магнитное поле внутри магнитного анализатора 
1.3 Тл [3]. Телесный угол движения ионов ограничивается при прохождении G 
и α щелей, поэтому будем считать, что ионы имеют только продольную компо-
ненту скорости. 

Математическая модель построена на методе крупных частиц. Уравнение 
движения имеет вид : 

1 2
dp F Fdt  
  

,                                                     (1) 

где 1F


 – силы кулоновского взаимодействия между частицами, 2F


 – силы взаи-
модействия ионного пучка с статическими электрическим и магнитным полем 
масс анализаторов. Для численного решения дифференциального уравнения (1) 
используется метод Рунге-Кутты четвертого порядка, так как данный метод об-
ладает хорошей сходимостью, приемлемой точностью и невысокой вычисли-
тельной сложностью.  

Для численного нахождения распределения поля внутри электростатиче-
ского анализатора используется принцип суперпозиции полей от зарядов, нахо-
дящихся на каждой из пластин. Преобразование цилиндрических обкладок в 
аналогичный плоский конденсатор, позволяет найти суммарный заряд на каж-
дой из них. Далее, распределив заряды по обкладкам анализатора, рассчитав и 
просуммировав поля от каждого из них, получаем распределение электростати-
ческого поля внутри анализатора (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Распределение модуля поля между пластин электростатического 

анализатора 
 
Для реализации данной численной модели написана программа. Траекто-

рии движения ионов цинка и меди, рассчитанные с ее помощью представлены 
на рис. 3.  
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Рис. 3. Траектории движения ионов 63Cu2+, 64Zn2+, 65Cu2+, 66Zn2+, 67Zn2+, 

68Zn2+, 70Zn2+, 63Cu1+,64Zn1+, 65Cu1+, 66Zn1+, 67Zn1+, 68Zn1+, 70Zn1+ 
 

Сравнение распределений ионов цинка и меди на фотопластине, полу-
ченных численно и экспериментально, представлено на рис. 4.  
 

 

 
Рис. 4. Распределение ионов 63Cu2+, 64Zn2+, 65Cu2+, 66Zn2+, 67Zn2+, 68Zn2+, 

70Zn2+, 63Cu1+,64Zn1+, 65Cu1+, 66Zn1+, 67Zn1+, 68Zn1+, 70Zn1+ на фотопластине:  
а – численное, б – экспериментальное 

 
В дальнейшем планируется использование, полученного программного 

комплекса для расчета динамики ионного пучка в тандемном лазерном масс 
рефлектроне [4]. 
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The movement of the ion flow in laser mass-spectrometer Emal-2 is considered. The numer-

ical model constructed by a method "large - particles", considering influence of fields of a space 
charge and interaction of the charged particles with the field of electrodynamic system is realized. A 
series of numerical experiments and their comparison with the data obtained experimentally is con-
ducted 
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Выполнено исследование подгонки теоретического распределения к данным 

непараметрической оценки выживаемости в ходе поддержки управленческих решений 
для муниципального проекта активного долголетия в части онкопатологии 

 
Ключевые слова: подбор распределения, оценка параметров, поддержка приня-

тия решений 
 

Введение 
Распределение наилучшего выбора позволяет эффективно хранить дан-

ные типа времени жизни в автоматизированных информационных системах, 
сокращать размер баз данных и повышать быстродействие СУБД. Практиче-
ская значимость работы определяется возможностью использования парамет-
рического метода распределений времен жизни для динамической оценки эф-
фективности мероприятий в ходе исполнения муниципальной концепции ак-
тивного долголетия в части онкопатологии. Актуальной является задача экспе-
риментального исследования параметрического метода в анализе времени до 
события для оценки выживаемости экстренных больных с онкопатологией при 
формировании моделей принятия решений в проекте активного долголетия для 
предотвращения преждевременной смертности населения [1, 2]. 

Цель исследования 
Сопоставление непараметрического и параметрического подходов в анали-

зе времени до события позволит повысить эффективность формирования управ-
ленческих стратегий медицинской профилактики в системе медико-социальной 
поддержки населения и выявлять аномалии в показателях выживаемости экс-
тренных больных с онкопатологией, что обуславливает новизну работы. 

Материалы и методы 
Межведомственную работу по формированию здоровьесберегающего 

пространства активного долголетия регулируют ряд нормативно-правовых ак-
тов [2]. Сбор данных для анализа выполнен в ходе проведения медико-социоло-
гического исследования. Объем выборки обеспечивает точность оценки не ниже 
7% с доверительной вероятностью α = 0,95, что отвечает требованиям пилотного 
проекта. Мониторинг посвящен оценке летальности и выживаемости экстренных 
больных с онкопатологией на основе данных хирургического отделения №2 БУЗ 
ВО «Вологодская городская больница № 1» за период 2003-2015 гг. Основными 
параметрами являются пол пациента и время жизни в днях. При исследовании 
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летальности экстренных онкобольных, пациенты наблюдаются от момента по-
ступления в хирургическое отделение до наступления летального исхода. 

Результаты исследования и обсуждение 
Метод оценки выживаемости является разновидностью анализа времени 

наступления события, который позволяет описать любой исход, дихотомиче-
ский по природе и встречающийся в ходе наблюдения один раз. Модели выжи-
ваемости относятся к числу моделей анализа данных, для которых отклик явля-
ется временем ожидания исхода; для ряда участников исход на момент анализа 
данных еще не наступил (наблюдения цензурированы); на время ожидания мо-
гут оказывать влияние предикторы (объясняющие переменные или ковариаты). 
Использование в расчетах сведений обо всех участниках (не умерших к момен-
ту проведения анализа или утерянных) позволяет повысить точность оценки. 

Прогнозирование на основе анализа дожития позволяет определить веро-
ятность изучаемого исхода для любого момента времени — выполнить оценку 
функции выживаемости S(t). 

Моделирование S(t) возможно на основе трех подходов. Параметрический 
подход исходит из предположения об определенной форме кривой S(t) и вы-
полняет подгонку модели выживаемости на основе подбора распределений. 
Полупараметрическое моделирование позволяет выполнить построение кривой 
дожития для сочетания прогностических факторов на основе регрессионной 
модели пропорциональных рисков Кокса. При непараметрическом подходе от-
сутствуют даже слабые предположения для S(t) и набор данных говорит сам за 
себя. В случае, когда ковариаты носят естественно-обусловленный характер 
(например, пол респондента) или отсутствуют, в анализе выживаемости ис-
пользуется непараметрический метод Каплана-Мейера. 

Оценка Каплана-Мейера: 










ttj j

jjn
jntS

: )1(
)(  , 

где n – общее число событий; j – его номер; δj = 1, если j-е событие – исход; 
δj = 0, если j-е событие цензурировано. 

В результате применения метода Каплана-Мейера к данным мониторинга 
получено семейство кривых дожития экстренных онкобольных за период на-
блюдения с 2003 по 2015 гг. (рис. 1). 

Выполнена проверка нулевой гипотезы H0 об отсутствии статистически 
значимых различий выживаемости в группах по полу пациентов на основе кри-
терия Мантела-Кокса (уровень значимости p < 0,05). По результатам проверки 
нулевая гипотеза была принята в подавляющем числе случаев. H0 была откло-
нена только для данных 2009 г. 

Для сравнения выживаемости (survival) в группах по половому признаку 
во времени наблюдения (analysis time) рассчитаны p-процентили, определяю-
щие время, в течение которого летальный исход наступит у p % участников ис-
следования, и их 95% доверительные интервалы (ДИ) (табл. 1). 
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Рис. 1 

 
Таблица 1 

Летальный исход, 
день 

25% проц., 
95 ДИ 

50% проц., 
95 ДИ 

75% проц., 
95 ДИ 

Когорта 4 (3; 4) 9 (8; 10) 19 (16; 21) 
Мужчины 4 (2; 6) 10 (8; 12) 19 (15; 23) 
Женщины 3 (2; 4) 8 (7; 10) 18 (13,5; 23) 

 

В ходе процедуры подгонки теоретического распределения к данным не-
параметрической оценки продолжительности жизни были исследованы сле-
дующие виды распределений, зависящих от параметров: экспоненциальное, 
Вейбулла, Гомпертца, лог-логистик, лог-нормальное, гамма. Выбор между раз-
личными распределениями осуществлялся на основе критерия отношения 
правдоподобия (log likelihood – LL) и информационного критерия Акаике 
(Akaike’s information criteria – AIC) (табл. 2). 

Выбирается распределение, для которого значение логарифмического 
правдоподобия LL максимально (с учетом знака), а критерий Акаике AIC – ми-
нимален [3]. Расчеты свидетельствуют о предпочтительности гамма перед дру-
гими распределениями. Параметры модели представлены в табл. 3. Ближайшей, 
в целях удобства расчета, является лог-нормальная модель. 
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Таблица 2 
Распре- 
деление 

Экспонен-
циальное 

Вей-
булла 

Гом-
пертца 

Лог-
нормальное 

Лог-
логистик 

Гамма 

Log 
likelihood -424,847 -424,247 -424,842 -417,844 -426,87 -416,884 

AIC 851,694 852,494 853,683 839,688 857,74 839,768 
 

Таблица 3 
Параметры  

распределения Гамма µ, 95% ДИ σ, 95% ДИ 

Значения 2,251 (2,022; 2,480) 1,038 (0,951; 1,133) 
 
В результате применения параметрического метода к данным мониторин-

га получены параметрические модели функции выживаемости экстренных 
больных с онкопатологией за период наблюдения с 2003 по 2015 гг. (рис. 2). 

 

 

Рис. 2 
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Заключение 
При помощи метода Каплана-Мейера получено семейство кривых дожи-

тия экстренных онкобольных за период наблюдения с 2003 по 2015 гг. Выпол-
нена проверка нулевой гипотезы об отсутствии статистически значимых разли-
чий выживаемости в группах по полу на основе критерия Мантела-Кокса. Для 
сравнения выживаемости рассчитаны процентили времени летального исхода. 
В результате подгонки теоретического распределения к данным непараметри-
ческого исследования продолжительности жизни на основе критерия отноше-
ния правдоподобия и информационного критерия Акаике выбрано распределе-
ние гамма. Выполнена оценка его параметров. Получены параметрические мо-
дели функций выживаемости. 
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Рассматривается система нейронных сетей, которые связывают скважины с 
моделью, интеллектуальная система анализа и прогноза состояния разработки нефтя-
ных месторождений. Рассматриваются особенности нейросетевого моделирования в 
при естественном падении дебита нефти 

Ключевые слова: нейронные сети, интеллектуальная система, модель, запасы 
нефти, обучающая выборка, дебит нефти, гидродинамическая модель, скважина 

Чтобы геолого-гидродинамическую модель можно было использовать для 
прогноза уровней добычи и для выполнения модельных экспериментов форми-
руется система из десятков тысяч нейронных сетей, которые связывают сква-
жины с моделью и между собой. Эта система нейронных сетей моделирует ин-
терференцию скважин. С обычной моделью скважины связываются через фор-
мулу Дюпюи с набором поправочных коэффициентов. По ней определяется 
объемный дебит одиночной скважины в пластовых условиях. При подъеме 
нефти в скважине происходит ее разгазирование и, вследствие этого, уменьше-
ние объёма. Это уменьшение учитывается введением объёмного коэффициента 
нефти. Кроме того, на практике чаще всего используется массовый дебит 
(т/сут). С учётом этого коэффициента формула примет вид: 

 
 

ck
r

ck

2 kh P P
Q

ln R R

 



, 

где k – коэффициент проницаемости, дарси; h – мощность пласта, см; Рк и Рс – 
давление на контуре питания и в скважине, ат; Rк и Rс – радиусы контура пита-
ния и применяется в нефтепромысловом скважины, см; μ – вязкость жидкости; 
Qr – дебит скважины, см3/сек. Но сложно охватить все разнообразие условий 
одной формулой. 

Поэтому скважины связываются с моделью посредством нейронных се-
тей, причем для каждой скважины формируются свои нейронные сети, которые 
не только связывают ее с моделью, но и с окрестными скважинами. Именно так 
поступает и специалист, он не только смотрит на модель в районе скважины, но 
и следит за поведением окрестных скважин, особенно нагнетательных.  

Каждая скважина является образующей и связана с 8-16 окрестными 
скважинами, но и она в свою очередь входит в нейронные сети окрестных 
скважин, и таким образом получается, что все скважины взаимосвязаны и лю-
бое изменение на какой-либо из них отражается на остальных скважинах в той 
части залежи, где она находится. Нейронные сети обучаются на истории работы 
скважин, и в этом процессе они «запоминают» взаимоотношения скважин меж-
ду собой (интерференцию), и поэтому их можно использовать для прогноза. 
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Ситуация на месторождении может меняться, но закономерности взаимо-
влияния скважин более устойчивы и потому могут быть экстраполированы на 
относительно небольшой период будущего. На 18 месяцев вперед. Этот срок 
оптимален с той точки зрения, что при увеличении срока возрастают погрешно-
сти прогноза, в то же время необходимо, чтобы срок позволял прогнозировать в 
рамках годовых планов работ. 

Вопрос естественного падения добычи является одним из наиболее труд-
ных, и ему придается особенно большое значение на западе. Обычно для опи-
сания падения добычи используют экспоненциальную, гармоническую или ги-
перболическую кривые, впервые предложенные J. Arps в 1945 г. [1]. Это про-
стой и эффективный способ для оценки падения добычи по месторождению в 
целом, но его сложно применить для оценки падения добычи по отдельным 
скважинам, которые характеризуются различными геологическими условиями, 
и к тому же на добычу скважины сильное влияние оказывает интерференция 
соседних скважин. Поэтому был реализован способ оценки падения добычи по 
скважинам с помощью нейронных сетей. Точнее, падение не добычи, а дебита 
нефти. Падение дебита является функцией накопленной добычи нефти и может 
быть описано дифференциальным уравнением: 

 q f q(t 1),Q(t),W(t)
t


 


 . 

Входные параметры берутся из истории работы скважины и снимаются с 
гидродинамической модели. 
 

Входные параметры для нейронной сети падения дебита 
№ п/п Название Тип 

1 Предыдущий дебит нефти История скважины 
2 Накопленная добыча нефти История скважины 
3 Накопленная добыча жидкости История скважины 
4 Текущая фазовая проницаемость Модель 
5 Текущая обводненность пласта Модель 
6 Текущие запасы нефти Модель 
7 Текущая компенсация Модель 
8 Текущее пластовое давление Модель 
9 Дисперсия плотности запасов по слоям Модель 

 

Решается это дифференциальное уравнение с помощью матрицы каскадов 
нейронных сетей с девятью входами, применительно к расчету базовой обвод-
ненности скважин.  

Здесь используется в общем аналогичная матрица. 
Для обучения этого каскада отбираются такие участки истории работы 

скважин, где наблюдается монотонное падение дебита нефти. На этой выборке 
обучаются нейронные сети, которые затем используются для вычисления паде-
ния дебита нефти вследствие отбора одной тонны нефти. Вычисляются произ-
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водные падения дебита нефти на каждый месяц работы скважины, в том числе 
и на будущий период. Эти производные затем интегрируются, и таким образом 
вычисляется тренд будущего падения дебита нефти. Аналогично вычисляется и 
нейросетевая матрица для описания падения дебита жидкости. Он также может 
падать вследствие отбора жидкости, если этот отбор не компенсируется закач-
кой и приводит к падению пластового давления.  

Падение (Decline), рассчитанное таким образом, направляет всю систему 
модели добычи в процессе расчета и обеспечивает логику ее поведения при 
имитации разработки залежи. 

 

 
Рис. 1. Пример вариации коэффициента падения дебита на прогнозный 

период 
 

С течением времени этот коэффициент возрастает, следовательно, дебит 
падает все сильнее.  

Информация по истории добычи при построении геологической модели 
является не менее важной, чем геологическая информации РИГИСов. Во вся-
ком случае, эти два вида информации не должны противоречить друг другу. 
Поэтому сейчас реализованы функции использования этой информации для вос-
становления разрезов и для расчета полей вероятности начальных запасов нефти. 
Данные по добыче и средним дебитам используются для оценки возможных зна-
чений эффективной толщины разреза наряду с данными нейрогридов. 

При расчете полей начальных запасов используются данные предвари-
тельной оценки того, из каких зон пласта пришла отобранная в скважинах 
нефть. Это быстрый алгоритм предварительной оценки, где накопленная добы-
ча «разгоняется» по пласту на основании имеющихся на тот момент полей гид-
ропроводности, поровых объемов и начальных запасов нефти. А также весовы-
ми функциями для отборов является окрестная закачка, а для закачки соответ-
ственно окрестная добыча жидкости. 

Эта новая функция была реализована только в настоящем проекте с целью 
избежать ситуации, когда по скважине показана добыча, но нет данных РИГИС, 
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а при восстановлении данных она может оказаться без коллектора нужной мощ-
ности и в результате выпадет из расчета гидродинамической модели.  

Прогноз дебита нефти для каждой скважины выполняется разновидно-
стью метода Монте-Карло, таким образом, что вычисляется 8000 вариантов де-
бита согласно случайно заданным наборам. Каждый элемент в нейросетевом 
кумулятивном каскаде состоит из 7 нейронных сетей, каждая из которых обу-
чалась по своей подвыборке. Поэтому, выбирая различные наборы кластеров, 
можно получать разные значения прогнозного дебита нефти для одной и той же 
скважины. Распределение прогнозных значений показано на рис. 3. 

 

 
 Рис. 2. Общая схема расчета прогноза. Нечеткий слой формируется  
случайным образом 
 

Это дало методу большую устойчивость, и результат прогноза стал более 
жестко зависеть от количества и качества входной информации. Раньше эта за-
висимость искажалась за счет настройки на частные особенности обучающей 
выборки. Результат прогноза имел более случайный характер, и было непонят-
но, как его улучшить. Сейчас улучшения можно достичь более определенно за 
счет улучшения входной информации. 

При наличии нейросетевой модели и обученных нейронных сетей можно 
быстро, в течение суток, выполнить прогнозы по сотням или тысячам скважин. 
Таким образом, на каждую скважину получится по несколько прогнозов, и спе-
циалист уже может выбрать, какой вид ГТМ более перспективен, или выберет 
комплекс мероприятий. 



126 

 
Рис. 3. Схема расчета прогнозных дебитов нефти 

Хотя прогнозы делаются быстро и автоматически, но зато интерпретация 
их должна выполняться вручную. В этом плане система не заменяет специали-
ста, но дает ему дополнительный мощный и объективный инструмент. Сами по 
себе прогнозы могут быть неправильными, но они всегда небезосновательны. 
Понять, как их можно эффективно использовать, можно только на практике. 
Простейший способ – это использовать прогнозы системы Cervart как дополни-
тельный аргумент при оценке скважин-кандидатов для проведения ГТМ. Если 
прогноз системы совпадает с оценкой специалиста, то, видимо, такая скважина 
может быть отобрана для проведения ГТМ. Если же прогнозы системы и спе-
циалиста расходятся, то проведение ГТМ в такой скважине связано с повышен-
ным риском, и, возможно, от него следует пока отказаться до получения новой 
информации, особенно если имеется достаточное количество скважин, где про-
гнозы согласуются. 
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Выполнен теоретический анализ и численное моделирование проводимости 
водонефтяной эмульсии в переменном электрическом поле в модели Коул-Коула. По-
казано, что учет входной паразитной емкости измерительной цепи позволяет добиться 
хорошего согласия теоретических расчетов с экспериментальными данными 
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переменное электрическое поле, содержание воды 
 

Введение 
В процессе добычи нефть с большой скоростью выходит из скважины 

вместе с сопутствующей ей пластовой водой, что способствует образованию 
устойчивых эмульсий вода в нефти. Устойчивость водонефтяных эмульсий за-
висит от величины дисперсности глобул воды, вязкости и плотности нефти, со-
держания в ней естественных эмульгаторов и стабилизаторов эмульсии [1, 2]. 
Естественными стабилизаторам эмульсий являются содержащиеся в нефти ас-
фальтены, смолы, нафтены и парафины, которые представляют собой природ-
ные поверхностно-активные вещества.  
 В процессе обессоливания нефть промывается пресной водой, что также 
приводит к ее дальнейшему эмульгированию.  Повышенное содержание воды в 
нефти, поступающей на переработку, ухудшает качество получаемых из неё 
продуктов, создаёт проблемы в нефтеперерабатывающих установках на нефте-
перерабатывающих заводах. 

Для улучшения свойства нефти и нефтепродуктов предпринимаются ме-
ры по разрушению образующихся в производственных процессах нефтяных 
эмульсий. Это в свою очередь ведет к снижению содержания воды, которое 
стремятся минимизировать и которое, соответственно, постоянно контролиру-
ется на этапах разработки, транспортировки и переработки нефти. 

Особый интерес представляют методы, позволяющие оперативно опреде-
лять содержание воды в нефти и нефтепродуктах в режиме реального времени.  

Процесс обезвоживания нефти фактически сводится к разрушению 
эмульсий. Суть моделирования состоит в том, чтобы контролировать этот про-
цесс в реальном масштабе времени. 

Как отмечалось в одной из наших предыдущих работ [3], содержание во-
донефтяных эмульсий сказывается на электрофизических характеристиках неф-
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ти и нефтепродуктов в широком диапазоне частот электрического сигнала, а из 
частотной зависимости проводимости нефти и нефтепродуктов мы можем оце-
нить размеры эмульсионных капель и их число. В свою очередь, определив их 
число и размеры, можно оценить содержание воды.  

Физико-математическая модель 
Рассмотрим следующую физическую модель. Пусть в емкости находится 

водонефтяная эмульсия. Внутри емкости размещена измерительная ячейка с 
плоскими параллельными электродами, к которым прикладывается внешнее 
переменное напряжение с частотой, меняющейся в широких пределах, создаю-
щее в объеме жидкости переменное электрическое поле. Регистрация отклика 
изучаемой среды осуществляется частотным анализатором. 

При погружении электродов измерительной ячейки в нефть, на них обра-
зуется слой налипшей нефти. Таким образом, появляется дополнительная ем-
кость за счет прослойки нефти [4]. И эту емкость надо учитывать при теорети-
ческих расчетах. Величина этой емкости существенно зависит от толщины на-
липшей нефтяной прослойки и от свойств нефти. 

С учетом указанных обстоятельств, эквивалентная электрическая схема 
измерительной ячейки с анализируемой нефтью может быть представлена в 
следующем виде: 

 
Рис. 1. Эквивалентная электрическая схема измерительной ячейки 

Здесь ZC1 = 1/( jC1) – реактивное емкостное сопротивление, обусловлен-
ное входной емкостью измерительной цепи. Емкость C1 появляется из-за слоя 
нефти, налипающего на пластины измерительной ячейки. R1 – активное сопро-
тивление изучаемой жидкости. Емкость C2 – это емкость плоского конденсато-
ра, каким фактически является измерительная ячейка. Ее легко можно оценить 
по известной формуле 

02 SC
d

  ,                                                      (1) 

где S – площадь пластины электрода измерительной ячейки; d – расстояние ме-
жду пластинами;  – относительная диэлектрическая проницаемость среды; 0 – 
электрическая постоянная. Соответственно, указанная емкость обуславливает 
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реактивное емкостное сопротивление ZC2 = 1/( jC2), Z – комплексное сопро-
тивление (импеданс) рассматриваемой жидкой среды в модели Коул-Коула: 

0( )
1 ( )

R RZ j R
j





 

 


,               (2) 

где R0, R – сопротивление среды при нулевой и бесконечно большой частоте 
изменения внешнего электрического поля, τ – макроскопическое время релак-
сации, определяющее (фундаментальную) характеристическую частоту c =1/τ; 
α – безразмерный параметр (0 < α < 1). 

Таким образом, полное комплексное сопротивление ZS рассматриваемой 
измерительной цепи будет определяться формулой 

ௌܼ =
ܴଵܼ஼ଵ
ܴଵ + ܼ஼ଵ

+
ܼ஼ଶܼ
ܼ஼ଶ + ܼ

	.																																													(3) 

Очевидно, что вклад реактивных сопротивлений ZC1 и ZC2 на величину 
полного импеданса ZS будет сказываться больше всего на высоких частотах.  

В работе [5] по результатам экспериментальных исследований частотных 
зависимостей комплексной проводимости эмульсий выведена полуэмпириче-
ская зависимость содержания воды в нефти от проводимости y на разных час-
тотах: 

y ~ Aw2, от 50 Гц до 10 Мгц.          (4) 

Здесь w – содержание воды (%), A – коэффициент, значение которого за-
висит от частоты. 

Указанная зависимость (4) в принципе может быть использована для мо-
ниторирования процесса обезвоживания нефти путем регистрации проводимо-
сти на разных частотах в реальном времени. 

Результаты и их обсуждение 
Для оценки возможности использования предлагаемого подхода было 

выполнено моделирование зависимости проводимости от частоты внешнего 
электрического поля в модели Коул-Коула [5] с учетом паразитных емкостей 
(3). Экспериментальные данные для сравнения с теоретической аппроксимаци-
ей в указанной модели брались из работы [6].  

Моделирование выполнялось в рамках пакета MatLab в диапазоне частот 
внешнего электрического поля от 100 Гц до 100 МГц. Были выбраны следую-
щие параметры модели: характеристическая частота c = 16 МГц; безразмер-
ный параметр α = 0,67, паразитные емкости C1 = 30 пФ,  С2 = 50 пФ. Результа-
ты моделирования приведены на рис. 2. 

Из рисунка видно, что модель Коул-Коула (2) с учетом вышеприведенных 
модификаций (3) хорошо описывает низкочастотную область проводимости и 
довольно неплохо область средних и высоких частот в отличие от результатов 
работы [3], в которых наблюдалось заметное расхождение экспериментальных 
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данных с теоретическими расчетами в высокочастотной области из-за не учета 
паразитных емкостей C1 и C2.   

 

  
Рис. 2. Аппроксимации частотной зависимости проводимости в  

модифицированной модели Коул-Коула (сплошная линия) в сравнении с  
экспериментальными данными (кружочки) для нефти с содержанием воды 5,8% 
 

Рост проводимости в области высоких частот может свидетельствовать о 
наличии большого числа мелких капель эмульсии в данном образце нефти. 

Заключение 
Подводя итоги, можно сделать следующее заключение. В процессе элек-

трического обезвоживания нефти мы контролируем изменение свойства нефти 
при разрушении эмульсионных капель и удалении из нее воды. 

Измеряя частотную зависимость проводимости и опираясь на результаты 
моделирования, мы можем предсказывать параметры нефти. Эти параметры 
входят в модель Коул-Коула, а именно, проводимость на низких и высоких час-
тотах и фундаментальная частота. На высокочастотную часть распределения 
также оказывают влияние входные паразитные емкости измерительной цепи. 

Как можно видеть из формул (2-3), имеется четыре параметра, каждый из 
которых связан с физическими свойствами нефти. Речь идет о размерах и коли-
честве эмульсионных капель. Таким образом, мы измеряем электрические па-
раметры и связываем их с физическими параметрами, что очень важно для кон-



131 

троля процесса уничтожения капель эмульсии, т.е. обезвоживания нефти. Эта 
связь устанавливается путем калибровки, когда для конкретного типа нефти 
измеряются электрические и физические параметры, по которым строится ка-
либровочная зависимость. 

Задача моделирования состоит в том, чтобы по измерению в реальном 
времени электрических характеристик нефти предсказать ее физические пара-
метры с учетом калибровочной зависимости. Это и является главным результа-
том моделирования. 

Далее, основываясь на результатах мониторинга в реальном времени, мы 
можем сделать заключение о необходимости продолжения процесса обезвожи-
вания в зависимости от достигнутой степени очистки. Если электрическая очи-
стка дошла до стадии мелких трудноудаляемых эмульсионных капель, то мож-
но перейти к следующей стадии более глубокой очистки с использованием тех-
нологии добавления крупных капель эмульсии для более эффективного удале-
ния мелких капель, как предложено в нашей работе [7]. Для принятия решения 
о переходе к более глубокой очистке необходимо связать электрические и фи-
зические параметры нефти. А для этого нужна модель, рассмотрению которой и 
посвящена настоящая работа.  

Особенность рассматриваемой модели состоит в том, что мы используем 
уточненную модель Коул-Коула с учетом влияния паразитной емкости измери-
тельной цепи, что дает более точные результаты.  

Отметим, что наше моделирование отличается направленностью на дос-
тижение конкретного практического результата – мониторирование важнейших 
физических характеристик нефти в реальном времени. 

Результаты моделирования позволяют сделать заключение, что изучая 
частотную зависимость проводимости нефти и нефтепродуктов мы можем оце-
нить размеры эмульсионных капель, а также отношение проводимости на вы-
соких и низких частотах. Кроме того, из сравнения теоретической зависимости 
проводимости с экспериментальными данными удается получить информацию 
об одном из важнейших параметров модели Коул-Коула – фундаментальной 
частоте. По этим данным с учетом калибровки может быть вычислено содержа-
ние воды в нефти.  
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MATHEMATICAL MODELING OF CONDUCTIVITY OF OIL-EMULSION  
IN THE VARIABLE ELECTRIC FIELD IN THE COUL-COUL MODEL  

FOR CONTROL OF OIL WATER CONTENT 
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A theoretical analysis and numerical modeling of the conductivity of the water-in-oil 
emulsion in an alternating electric field in the Cole-Cole model is performed. It is shown that taking 
into account the input parasitic capacitance of the measuring circuit makes it possible to achieve 
good agreement between the theoretical calculations and the experimental data 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОТОКА ГАЗА  

ЧЕРЕЗ БЛОК ПЫЛЕУЛОВИТЕЛЕЙ 
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Ухтинский государственный технический университет 
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С использованием теории малых возмущений предлагается метод расчета изотер-
мического потокораспределения с целью определения отклонений от равномерной на-
грузки отдельных блоков аппаратов установки очистки газа от оптимальных значений 

Ключевые слова: метод малых возмущений, потокораспределение, пылеулови-
тели 

Расчет потокораспределения на ЭВМ является одной из основных массо-
вых задач, и этому вопросу за последние годы посвящено огромное количество 
публикаций. Метод контурных расходов (МКР) – один из самых эффективных 
методов расчета стационарного потокораспределения в нелинейных гидравличе-
ских цепях. Метод узловых давлений (МД) является обобщением электротехни-
ческого метода – метода узловых напряжений в сочетании с методом Ньютона.  

В данном сообщении предлагается метод расчета изотермического пото-
кораспределения с целью определения отклонений от равномерной нагрузки 
отдельных блоков аппаратов установки очистки газа от оптимальных значений.  

Для простого трубопровода постоянного сечения общей длины l и диа-
метра d, содержащего ряд местных сопротивлений м , расчетное падение дав-
ления на входе и выходе трубопровода определяется по формуле  

2

2 4

16
2 м

l

L qР
d d

 



    
 

 ,                                         (1) 

здесь Q – расход газа.  
Расчет потерь давления для газопроводов высокого  давления выполняет-

ся по формуле  
2

2 2
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16
вх вых

Q TР Р P l
d T

 


        ,                                  (3) 

где , вх выхР Р  – давление на входе и выходе трубопровода, 0P  – атмосферное 
давление, 0, T T  – рабочая температура и температура газа при нормальных ус-
ловиях, 0  – плотность газа при нормальных условиях,   – коэффициент гид-
равлического трения. 

С учетом сжимаемости газа и зависимости плотности газа от температуры, 
а также малости участка трубопровода и 2 2

0( )( ) 2вх вых вх вых вх выхР Р Р Р Р Р Р Р      , 
формулу (3) можно привести к виду (1). 

При гидравлическом расчете сложных трубопроводов определяются 
потери давления p  и распределение расходов газа iQ . Для вычисления 
искомых величин используются законы Кирхгофа:  
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 сумма расходов входящих и выходящих из узла равна нулю; 
 сумма падений давления на всех участках замкнутого контура равна нулю. 

Пусть 1 2 3 4 5,   ,   ,   ,   Q Q Q Q Q  – потоки газа через пылеуловители, 1,  k k  – 
гидравлическое сопротивление пылеуловителя и участка трубы между двумя 
соседними пылеуловителями соответственно, p  – полное падение давления на 
входе и выходе блока пылеуловителей. 

Точная система уравнений, описывающая транспорт газа через блок пы-
леуловителей, может быть решена только численно. Однако можно воспользо-
ваться тем, что гидравлическое сопротивление трубы много меньше гидравли-
ческого сопротивления пылеуловителя, и решать систему уравнений в рамках 
теории возмущений [1]. Теория возмущений приводит к выражению для иско-
мого решения в виде формального степенного ряда по степеням некоторого 
«малого» параметра. Главный член в этом степенном ряде соответствует точно 
решаемой задаче, а дальнейшие члены описывают отклонения в решении в свя-
зи с отклонением от исходной задачи.  

Другими словами, в нашем случае, можно искать решение системы урав-
нений в виде 

1
0 , 1, ,5i i

kQ q q i
k

     ,                                      (4) 

где 0q  – поток через пылеуловитель в предположении «идеальности» несущей 
трубы. Расчет гидравлических сопротивлений обвязки трубопровода и самого 

пылеуловителя показывают, что 1k
k

 в зависимости от сортамента труб и режи-

мов работы, варьирует в пределах 0,001÷0,01. 
Ставится задача вычислить потокораспределения газа через пылеулови-

тели при различных вариантах схем обвязки. В качестве примера рассмотрим 
два варианта П-образной схемы обвязки пылеуловителей с промежуточным 
выходом на ГПА. 

Вариант 1. Выход на ГПА № 2 находится посередине между четвертым и 
пятым блоками пылеуловителей (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Схема и определение расходов газа П-образной схемы обвязки 

блоков пылеуловителей с промежуточным выходом на ГПА посередине между 
четвертым и пятым блоками пылеуловителей 
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Система уравнений, описывающая данную задачу, имеет вид 
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Расчет показывает, что присутствует неравномерность распределения газо-
потоков при данной схеме обвязки. Результаты расчета представлены на рис. 2. 

При численных оценках считали, что 1 0,01k
k
 . Соответственно, отклонение от 

равномерного распределения потока на каждом пылеуловителе составляет: 

1 13 %   , 2 2 %    , 3 3,5 %   , 4 6 %   , 5 6,5 %   . 

 
Рис. 2. Соотношение расходов газа Qi /Q через блоки пылеуловителей 

Вариант 2. Подключение блоков пылеуловителей с промежуточным вы-
ходом на ГПА посередине между вторым и третьим блоком пылеуловителей 

представлено на рис. 3. Результаты расчета для 1 0,01k
k
  представлены на рис. 4. 

1 14 %   , 2 3 %   , 3 3,5 %   , 4 6,5 %   , 5 7 %   , 
или  

, 

, 
, 
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Рис. 3. Схема и определение расходов газа П-образной схемы обвязки 

блоков пылеуловителей с промежуточным выходом на ГПА посередине между 
вторым и третьим блоком пылеуловителей 

 
Рис. 4. Соотношение расходов газа Qi /Q через блоки пылеуловителей 

Предложенный метод изотермического потокораспределения позволяет 
рассчитать отклонение от равномерного распределения потока на каждом пы-
леуловителе, которое зависит от схемы подключение блоков пылеуловителей и  
промежуточного выхода на ГПА. 
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В настоящее время прогнозирование состояния лесных массивов в зависи-
мости от изменения внешних условий является одной из первоочередных проблем, 
гарантирующих безопасность близлежащих жилых построек. В докладе предлага-
ется информационно-логическая модель отбора эффективных технологий метода-
ми системного анализа 
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В настоящее время прогнозирование состояния лесных массивов в зави-
симости от изменения внешних условий является одной из первоочередных 
проблем, гарантирующих не только безопасность близлежащих жилых постро-
ек, но и уровень экологической обстановки в целом. Поэтому в последнее вре-
мя вырабатываются различные технологии и проекты технических систем по 
анализу и прогнозу состояния лесных массивов [1-5, 7-8]. Однако спектр этих 
технологий достаточно широк и слабо систематизирован. Поэтому в докладе 
предлагается информационно-логическая модель отбора эффективных техноло-
гий методами системного анализа.  

Строго говоря, под технологией чаще всего понимается некое знание ка-
чества и количества необходимых и достаточных ресурсов и способов их ис-
пользования для выполнения определённой функции в выбранной сфере дея-
тельности (в данном случае в сфере оценки состояния лесных массивов с целью 
предотвращения катастрофических последствий). Под ресурсами в широком 
смысле следует понимать всё, что может привлекаться для выполнения функ-
ции. Это могут быть: персонал, материалы, продукты, технические средства, 
тип и объёмы энергообеспечения, время и области пространства. Для выполне-
ния некоторых функций нужны специфические ресурсы, например, информа-
ционные; методическое и программное обеспечения и т.д.  

Выбор технологии это всегда принятие некоторого решения. В общем 
случае процесс принятия решения сводится к семи этапам:  

– определение цели (формальная оценка состояния лесных массивов);  
– общая постановка задачи;  
– определение показателей и критериев эффективности решения;  
– генерация возможных альтернативных вариантов решения;  
– оценка ожидаемых значений показателей эффективности решения зада-

чи каждым предложенным альтернативным вариантом;  
– критериальный отбор приемлемого (наилучшего) варианта решения;  
– исследование отобранного варианта решения.  
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В части, касающейся развития технологий, общий характер этих этапов 
следующий. На первом этапе принятия решений определяется (идентифициру-
ется) цель в сфере деятельности, в интересах достижения которой будет приме-
няться (создаётся, совершенствуется) развиваемая технология.  

На втором этапе уточняются условия, в которых эта цель должна быть 
достигнута, могут накладываться ограничения на используемые для достиже-
ния цели ресурсы или даваться рекомендации по их использованию, т.е. даётся 
общая формулировка задачи. 

Фундаментальным ограничением системотехники является то, что вы-
полнение подсистемой своей функции не гарантирует достижения преследуе-
мой при этом цели в системе [1]. Поэтому на третьем этапе принятия решения 
вводятся, как правило, численно оцениваемые величины (показатели), характе-
ризующие степень достижения цели и устанавливаются области значений этих 
величин, при которых задачу можно считать успешно решённой. До этого мо-
мента включительно особенности развиваемой технологии не имели значения. 
Фактически на этом этапе происходит окончательное уточнение задачи безот-
носительно того как она будет решаться. 

На четвёртом этапе принятия решений на основе анализа сформулиро-
ванной задачи определяется (идентифицируется) функция, выполнение которой 
способствует достижению цели и возможно в указанных условиях. Затем фор-
мируется (синтезируется) множество прототипов (прообразов) реализации 
функции (т.е. развиваемой технологии) с описанием их параметров и характе-
ристик в объёме, достаточном для оценки введённых на третьем этапе показа-
телей эффективности, т.е. строятся варианты принципиальных решений задачи. 
Это множество своего рода информационная база процедуры отбора нужной 
технологии. 

На пятом этапе, исходя из достижимых значений параметров и характе-
ристик каждого возможного альтернативного варианта развиваемой техноло-
гии, прогнозируется степень достижения преследуемой цели при его примене-
нии. Прогнозирование может проводиться по результатам теоретической оцен-
ки и/или на основе экспериментальных данных. Результат прогноза кроме ха-
рактера решаемой задачи определяется, естественно, особенностями того вари-
анта технологии, который оценивается (тестируется экспериментально), т.е. со-
ставом, структурой привлекаемых ресурсов, их параметрам и характеристикам, 
а также параметрам и характеристикам способа применения этих ресурсов. 

На шестом этапе проводится проверка полученных на предыдущем этапе 
значений показателей эффективности прототипов (прообразов) искомой техно-
логии на соответствие введённым на третьем этапе критериям. Как правило, это 
попадание результата оценки показателя эффективности варианта в область 
значений, ограниченную заданными критериальными уровнями.  

Как правило, принимаемое технологическое решение является частью бо-
лее сложной технологии и его реализация может влиять на характер других со-
вместно используемых технологических решений. Поэтому на седьмом этапе 
исследуются проблемы и в возможно полном объёме последствия реализации 
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отобранных эффективных вариантов развиваемой технологии. Отбор эффек-
тивных по основному предназначению вариантов является важной, но не един-
ственной частью процедуры выбора приоритетной технологии. Этот выбор но-
сит многокритериальный характер. Нужно оценивать варианты технологий, и в 
плане рисков, и в плане экономической целесообразности их реализации. Все 
такие оценки могут быть отнесены к седьмому этапу процедуры принятия ре-
шения, содержанием которого могут быть исследования: доступности ресурсов, 
затратности, соответствие нормативам, совместимость с другими технология-
ми, проблемы утилизации и т.д. К этому этапу может относиться собственно 
реализация и проверка на практике функциональной состоятельности отобран-
ной приоритетной технологии. Для осуществления этого этапа в системном 
анализе используются специальные многокритериальные методы сравнения 
альтернатив (например, метод Саати). 

Актуальная задача, рассматриваемая в данном докладе,  не имеют про-
стых решений. Для ее решения необходимо привлечение квалифицированных 
исполнителей разной специализации. Для организации совместной работы та-
ких специалистов практикуется анализ и структуризация (детализация) задач с 
представлением сложной задачи системой более простых подзадач, согласо-
ванное решение которых и является решением исходной задачи. 

В рамках предложенного подхода при оценке состояния лесных массивов 
необходимо определиться с целью выбора технологий. В настоящее время це-
лью таких исследований является предотвращение критических ситуаций (по-
жаров, экологических и техногенных катастроф). При этом выбранные техно-
логии контроля состояния должны работать в широком диапазоне температур и 
их изменений, в труднодоступных, а иногда и не проходимых местах и в режи-
ме реального времени. Особым вопросом является скудость энергетических ис-
точников в природных системах, агрессивная для технических средств окру-
жающая среда.  

Анализ литературных источников [2–3] и проведенных нами исследова-
ний [4–5,7] показывает, численно оцениваемые величины (показатели) характе-
ризующие состояние лесных массивов должны базироваться на: 

– результатах наблюдения за изменениями температуры и влажности ок-
ружающей среды; 

– оценках отклика ксилемы стволов древесных растений и грунта на из-
менение внешних факторов (разности потенциалов, измеряемой в стволах де-
ревьев, и влажности почвы); 

– результатах измерения относительных изменений химического состава 
почвы и ксилемы (например, методом ИК-спектроскопии).  

На современном этапе решения поставленной задачи именно определение 
функции связывающей показатели, характеризующие  состояние лесных масси-
вов и критерии эффективности (например, вероятность возникновения катаст-
рофической ситуации) является темой актуальных исследований. Без серьезных 
изучений критических значений вышеуказанных показателей дальнейший вы-
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бор технологий затруднен. Данная задача потребует совместной работы спе-
циалистов из различных слабо связанных областей науки.  
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В докладе посредством формализованного моделирования проводится ана-
лиз отклика слоев древесины на постоянную неоднородность температуры в ин-
тервале 290-320 К. С помощью простых оценок показывается, что в рамках такого 
подхода можно анализировать изменение надмолекулярной структуры сложного 
композита природного происхождения 

Ключевые слова: неразрушающий мониторинг микроструктуры, фибрило-
образующие полимеры, разность потенциалов, температурное сканирование, над-
молекулярная структура, кристаллиты 

Физико-механические свойства сложных пластиков и композитных мате-
риалов, используемых в современных технологиях, во многом определяются 
надмолекулярной структурой их волокнообразующей компоненты. В модифи-
цированной древесине и искусственных пластиках на ее основе (таких как ар-
боформ) такой составляющей является целлюлоза, в микрофибрилах которой  
кристаллическая фаза чередуется с аморфной. Исследование микроструктуры 
волокнообразующей составляющей внутри композита сопряжено с рядом труд-
ностей, обусловленных тем, что его составляющие взаимовлияют друг на друга, 
что делает надмолекулярное строение этого материала довольно чувствитель-
ным к изменениям окружающей среды [1-3]. При этом выделение этой состав-
ляющей из композита для исследования чревато изменением ее свойств. По-
этому актуальной является задача разработки методов неразрушающего мони-
торинга изменений надмолекулярной структуры целлюлозы непосредственно в 
образцах композита.  

В основе таких методов лежит анализ отклика древесины на изменение 
физического фактора окружающей среды с помощью формализованного моде-
лирования. В качестве параметра, характеризующего отклик надмолекулярной 
структуры целлюлозы удобно выбрать относительное изменение концентрации 
кристаллитов, определяемой как 

n
n
  ,              (1) 

где Δn – изменение концентрации кристаллической фазы n в результате отклика 
биокомпозита на изменение физического фактора окружающей среды. Такими 
факторами могут быть импульсное магнитное поле, ультразвук или постоянная 
неоднородность температуры вдоль одного из линейных размеров образца. 
Экспериментально постоянная неоднородность температуры в слое композита 
формируется в силу его низкой температуропроводности при медленном нагре-
вании одной из плоскостей слоя с постоянной скоростью β. При таких условиях 
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нагрева температура электродов при толщине образца l0 будет отличаться на 
величину [1-2] 

0усT K l   ,         (2) 

где усK  – коэффициент пропорциональности, контролирующий условия прове-
дения эксперимента. В неоднородном температурном поле происходит тепло-
вое расширение наполнителя, приводящее к деформации (сжатию) кристаллита 
волокнообразующей, значение которого можно оценить как 

0усx Tx K l      ,       (3) 

где α – коэффициент расширения наполнителя. Тогда с учетом того, что 
0 exp( )kn n x x  , можно получить оценочное выражение для δ: 

2
0ln ln ус
k

ln Kn x
     ,                (4) 

где xk – размер кристаллита фибриллообразующей. Кристаллиты целлюлозы 
обладают пъезо- и пироэлектрическими свойствами, поэтому их деформация 
приводит к возникновению электрического поля термического происхождения, 
оценочное выражение для разности потенциалов вдоль толщины слоя которого 
с учетом концентрации кристаллитов можно оценить как [3-8] 

0U U  .                         (5) 

Здесь 0
0 0 0

0
( ) ус

R R R R
R

K l
U n d c l


    

 
 характеризует пьезо- и пироэлектри-

ческие свойства волокнообразующей ( , , ,R R R Rd c   – экспериментально полу-
ченные максимальные значения составляющих тензоров диэлектрической про-
ницаемости, пироэлектрического коэффициента, пьезоэлектрических модулей и 
модуля Юнга для древесины в радиальном направлении соответственно, R  – 
отношение модуля Юнга лигнина к модулю Юнга целлюлозы, ε0 – электриче-
ская постоянная). Аналитические оценки в соотношениях (1-5) позволяют по 
разности потенциалов определить изменение надмолекулярной структуры цел-
люлозы, не разрушая композит. Однако создание режима с постоянной скоро-
стью нагрева сопряжено с рядом трудностей. Скорость нагрева, вообще говоря, 
зависит от времени, в линейном приближении эту зависимость можно модели-
ровать как 

( ) (1 )t t     ,           (6) 

где χ – параметр линейной формализации. Согласно экспериментальным дан-
ным χ составляет 2,8% от β. В рамках такого подхода выражение (5) приобрета-
ет вид 

0( ) exp((1 2 )ln )(1 )U t U t t      .            (7) 

На рисунке приведены данные измерений U(t) и оценочные значения, 
рассчитанные по (7) для определенных значений U0 и δ. Таким образом, с по-
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мощью формализованного моделирования параметров зависимости U(t) (для 
определенной точности сопоставления экспериментальных данных с парамет-
рический кривой) можно оценить изменение надмолекулярной структуры цел-
люлозы в древесине и параметры наполнителя. В заключение необходимо от-
метить, что подобный формализованный подход может лечь в основу экспери-
ментального мониторинга влияния внешних условий на изменение концентра-
ции кристаллитов, которая в свою очередь у многих полимерных композитов не 
только природного, но и искусственного происхождения является показателем 
напрямую связанным с такими их характеристиками как прочность, твердость и 
износостойкость. 
 

 
Изменение разности потенциалов в тонком слое (l0 ~ 100 мкм) древесины 

березы влажностью около 40% при термическом сканировании 
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MONITORING OF THE SUPRAMOLECULAR STRUCTURE  
OF THE BIOCOMPOSITE USING FORMALIZED MODELING 

 
V.I. Lisitsyn, N.N. Matveev, N.S. Kamalova 

 
Voronezh State Forestry University n. a. G.F. Morozov 

 
The report analyzes the response of wood layers to a constant temperature inhomogeneity in 

the 290-320 K range through formalized modeling. It is shown with the help of simple estimates that 
it is possible to analyze the change in the supramolecular structure of a composite of natural origin 
in the framework of this approach 

 
Keywords: nondestructive monitoring of microstructure, fibril forming polymers, potential 
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В работе исследуются возможные конфигурации димеров бензола в структуре 
кластеров. Показано, что можно выделить четыре вида димерных конфигураций в 
структуре кластеров жидкого бензола. Три димерных конфигураций (L-образные, S-
параллельные и T-конфигурации) подробно изучены в обширной литературе по этому 
вопросу. Авторам статьи удалось доказать существование четвертой конфигурации 
молекул бензола, которую обозначили как СС-конфигурация (Chain-configurations –
цепные конфигурации) с равновесным расстоянием между центрами масс молекул, 
равным радиусу первой координационной сферы 

 
Ключевые слова: кластерная модель, димеры, энергия димеризации, конфигура-

ции димеров, Раман спектр, жидкости, углеводороды и их галогенозамещенные 
 

В структуре кластера создаются энергетические условия для образования 
устойчивого связанного состояния двух частиц вещества – димера, который 
становится ядром образовавшегося кластера. Димер характеризуется равновес-
ным расстоянием между центрами масс частиц, моментом инерции конфигура-
ций димера, энергией образования возможных конфигураций и временем жиз-
ни димера. Многоатомные молекулы способны формировать различные конфи-
гурации. Разработано большое число методов оценки параметров димерных об-
разований, которые дают результаты отличающиеся друг от друга в несколько 
раз. В работах [1–4] приводятся данные для характеристик различных димер-
ных конфигураций молекул бензола, полученные на основе различных потен-
циалов взаимодействия в рамках различных моделей. 

Структура молекулы бензола является довольно специфической, хорошо 
изучена различными методами, моделируется в рамках твердых и мягких гео-
метрических фигур при условии, что объем модели совпадает с размерами и 
объемом реальной молекулы. В нашем случае условием выбора модели моле-
кулы бензола является равенство главных моментов инерции реальной молеку-
лы и предлагаемой модели. В силу высокой симметрии молекулы бензола ее 
главные моменты инерции имеют значения: 45 22,926 10 kg mI 

    , 
45 21,475 10 kg mX YI I      [5].  

Будем моделировать молекулу бензола неоднородным упругим диском, 
плотность вещества в котором изменяется вдоль радиуса по степенному закону 
[6]  

0( ) 1
nrR

R

      
   

,                                              (1) 
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тогда момент инерции диска относительно оси Z будет равен 

2 2
0 0

1 1 12
4 4 3

I m R m R
n

    
,                                     (2) 

где n = 8 – показатель степени в формуле (1), m0 – масса цилиндра, равная массе 
реальной молекулы. 

Радиус такого эффективного диска согласно формуле (2) с использовани-
ем экспериментального значения момента инерции [5] составляет величину 

2,60 AR  , что по данным рентгеноструктурного анализа структуры жидкого 
бензола соответствует радиусу первой координационной сферы: 
R1 = 1,122D = 5,84 A [7].  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 1. Моделирование молекулы бензола неоднородным упругим диском 
диаметром D = 5,2 Å 

Выбранная модель молекулы бензола в виде неоднородного диска позво-
ляет построить любую конфигурацию димерного образования молекул и 
расcчитать главные моменты инерции димера (см. рис. 2).  

В работах [8–10, 13] получены соотношения, позволяющие вычислить 
минимальные частоты либрационных колебаний димеров различных конфигу-
раций в структуре кластеров: 

// dim.i
min.i

dim.i

20,3820 H
J


  ,   / dim.i
min.i

dim.i

20,2138 H
J


  .                (3) 

где dim.iH , dim.iJ  – энергия образования и момент инерции димерной конфи-
гурации. 

Полный набор частот будет определяться соотношениями [9–11] 

// dim.i
dim.i

dim.i

20,3820 ,i
H F

J


  
   

/ dim.i
min.i

dim.i

20,2138 ,i
H F

J


          (4) 

где 1,2,3,5,8,13,21,34,55,144,...iF  – числа Фибоначчи. 
Расположив значения минимальных частот либрационных колебаний ди-

меров различной конфигурации, полученные по соотношениям (3) в порядке воз-
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растания, можно провести сравнение с экспериментальными данными [11, 12]. В 
таблице приведены результаты расчетов минимальных частот и эксперимен-
тальные данные ИК-спектров, которые показывают хорошее согласие между 
собой с относительной погрешностью в 10%. 

 
1. Sandwich (S) 

 

45 2
,

45 2
, ,

dim.,

1 / 1 / / 1
min.,

2,93 10 кг м ,

2 5,86 10 кг м ,
kcal kJ2,02 8,46 1019 ,
mol mol

73 cm ; 27,9 cm ; 15,6 cm .

o z

s z o z

s

s

J

J J

H K





  

  

   

   

    

 

2. T-Shaped  

 

45 2
, ,

dim.,

1 / 1 // 1
min.,

1,5 4,395 10 кг м ,
kcal kJ2,82 11,81 1422 ,
mol mol

99,5 cm ; 38,0 cm ; 21,2 cm .

T z o z

T

T

J J

H K



  

   

   
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3. Parallel-displaced configurations (PD) 

 

45 2
, ,

dim.,

1 / 1
min.,

/ / 1
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mol mol
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PD z o z
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J J

H K



 



   
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4. Chain-configuration (CC): 
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, ,

dim.,
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J J
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Рис. 2. Модели возможных конфигураций димеров молекул бензола 
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Минимальные частоты либрационных колебаний димеров  
различной конфигурации 

№ Конфигурация 
dim.iH , 

kcal/mol  

45
dim.i 10J 

2kg m  

/ / /
min min, , 

1cm  
IR ,  1cm  

[11, 12] 

1 Chain-Config. (CC) -3,50 17,58 11,8 11 
2 Sandwich  (S) -2,02 5,86 15,6 15 
3 Paral.-disp.  (PD) -2,44 8,79 15,6 15 
4 T-shaped  (T) -2,82 4,40 21,2 22 
5 Chain-Config. (CC) -3,50 17,58 21,2 22 
6 Sandwich  (S) -2,02 5,86 27,9 27 
7 Paral.-disp.  (PD) -2,44 8,79 27,9 30 
8 T-shaped  (T) -2,82 4,40 38,0 40 

 
Проведенные расчеты всего ИК-спектра бензола по соотношениям (2) и 

сравнение с экспериментальными измерениями [11–13] позволяют сделать вы-
вод о применимости предложенной модели образования спектральных полос и 
их взаимного расположения в ИК-спектрах жидкостей. 
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IN THE STRUCTURE OF BENZENE CLUSTERS. 
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The possible configurations of benzene dimers in the structure of clusters are investigated. It 
is shown that four types of dimer configurations can be distinguished in the structure of liquid ben-
zene clusters. Three dimeric configurations (L-shaped, S-parallel and T-configurations) are exten-
sively studied in extensive literature on this subject. The authors of the paper succeeded in proving 
the existence of the fourth configuration of benzene molecules, which was designated as the CC–
configuration (Chain-configurations) with an equilibrium distance between the centers of mass of 
molecules equal to the radius of the first coordination sphere 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВРАЩАЮЩИХСЯ МАШИН СИСТЕМ  
ЭЛЕКТРОСНАБЖЕНИЯ С МАЛОЙ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ГЕНЕРАЦИЕЙ  

В ТРЕХФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ С ПРИМЕНЕНИЕМ УРАВНЕНИЙ  
ПАРКА-ГОРЕВА 

Ю.И. Дёмин, В.Д. Чернокнижников 

Северо-Кавказский федеральный университет, Ставрополь 
vasik2517@gmail.com  

Приведена декомпозиция расчетной схемы системы электроснабжения с малой 
распределенной генерацией на подсистемы и математическое описание подсистем с 
индуктивностями во всех компонентах. Предложены преобразования уравнений Пар-
ка – Горева, описывающие переходные процессы во вращающихся машинах перемен-
ного тока, к канонической трехфазной системе координат, удобной для моделирова-
ния на ЭВМ в рамках принятой декомпозиции 

Ключевые слова: декомпозиция, переходные процессы, система электроснаб-
жения, уравнения Парка-Горева, малая распределенная генерация 

К 2016 г. около 70% генерирующих мощностей российских электростан-
ций исчерпали свой ресурс, вопрос об эффективности небольших энергоисточ-
ников становится наиболее актуальным для многих строящихся и функциони-
рующих объектов. Одним из путей решения названной проблемы является раз-
витие малой распределенной генерации, включаемой с «низкой» стороны сис-
темы электроснабжения 6 – 10 кВ. Рассмотрим расчетную схему такой системы 
(см. рисунок), на основе которой может быть сформирована имитационная мо-
дель, подлежащая исследованию. 
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Применим декомпозицию расчетной схемы системы электроснабжения с 
малой распределенной генерацией (СЭГ), не нарушающей ее естественного фи-
зического деления и позволяющей получить ее математическое описание в 
трехфазной системе координат, понятной специалистам-электроэнергетикам. 
Кроме того, любая СЭГ из рассмотренного класса схем может быть получена на 
основе 3-полюсников, включаемых через коммутационные элементы (КЭ) к 
сборным шинам. Такая декомпозиция осуществляет единообразное деление 
расчетных схем СЭГ на всех уровнях их детализации, без применения дополни-
тельных условий. 

Как уже отмечено подсистемы (ПС), из которых состоит эквивалентная 
схема СЭГ, имеют структуру 3-полюсников (см. рис.) и подразделяются по на-
личию либо, отсутствию индуктивных элементов в каждой компоненте. Рас-
смотрим описание подсистем, содержащих индуктивности во всех компонентах. 
В общем виде для 3-полюсных подсистем оно имеет вид (см. рис.) [1, 2 и др.]: 

1 ;dI Г U V
dt

               (1) 

где ,
h

h k
r

didIU U
dtdt

 
        

 – векторы линейных напряжений и производных тока h 

подсистем соответственно, ,h h
kr kГ Г V V         – матрицы коэффициентов, зави-

сящих от структуры и параметрам подсистем, ℎ ∈ ܯ ⊆ ܲ{0,1,2…݊} – множество 
номеров подсистем, подключенных к системе сборных шин, ݎ, ݇ ∈ ܳ ⊆ {1, 2, 3}; 
здесь и далее введены обозначения: 1,h h

r kkU U   +1 +1 +2 ,h h
r k kU U  +2 +2 ;h h

r k kU U

   1, 2 1, 2, 3, .k k Qk        
Получим описание для 3-полюсных подсистем, являющихся вращающи-

мися машинами. Математическое описание процессов в этих подсистемах осу-
ществляется с помощью уравнений Парка-Горева, полученных в "системе	ݔ௔ௗ" 
для случая, когда ось d направлена вдоль полюса, а ось q упреждает d на 90° [3]. 
Запишем данные уравнения в относительных единицах в виде, удобном для мо-
делирования на ЭВМ (верхний индекс, обозначающий номер подсистемы, 
опускается для всех величин, участвующих в выводе уравнении вращающихся 
машин) [1-4]: 

(1 ) ,q ad d dp U S r i             (2) 
(1 ) ,q q a qdp U S r i                     (3)  
,f f f fp U r i                  (4)  

,эd эd эdp r i                            (5)  
,эq эq эqp r i                            (6)  

( )
, q qd dM i i

pS
Hj

   


 
               (7)  

1 ,p S                        (8)  
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где  
,q q q aэq эqi y y                          (9)  

,эq aэq q эq эqi y y                        (10)  
,d d d afd f aэd эdi y y y                       (11)  

,f afd d f f эd эdi y y y                                  (12)  
,эd aэd d fэd f эd эdi y y y                            (13)  

 ,dp
d




                                 (14)  

1
2 cos( ) ,
3 3BC AB cdU U U S       

    (15) 

2
2 sin( ) ,
3 3q AB CA cU U U S       

                               (16) 

,qk d ck cki i S i S                                                              (17)  
cos ,  sin ,  ,

2( 1) ,
3
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











      



(19) 

( )S   – скольжение (угол между осью обмотки базы а и осью d), ( )Hj   – инер-
ционная постоянная ротора (синхронное время: ,sW t   t – время, WS – угло-
вая синхронная скорость), , , , ,uн uн uн uн uнi r y x      – соответственно токи, ак-
тивные сопротивления, индуктивные проводимости и сопротивления, потокос-
цепления для следующих "инд": эd и эq – индексы эквивалентных продольного 
и поперечного демпферных контуров, f, d, q – индексы обмотки возбуждения и 
величин по осям d и q соответственно, а (k) – индексы (мгновенных значений) 
фазных величин, ,  afd aэd  и т.д. и т.п. соответствуют сочетаниям всех приве-
денных индексов, , ,AB BC ACU U U  – линейные напряжения  на полюсах вра-
щающейся машины, М – механический момент, воздействующий на вал ротора.  
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Для получения математического описания процессов в виде (1) необхо-
димо произвести следующие операции: 

а) продифференцируем по τ уравнение (17); 
б) подставим в полученное уравнение выражения для  di  и  qi , выведен-

ные из (9)-(13); 
в) заменим все Ud и Uq в этом уравнении выражениями из (15) и (16) и 

сгруппируем полученное к виду, применяемому для напряжений в трехфазной 
системе; 

г) переведём все выходные переменные (ток и время) уравнения в имено-
ванные единицы путем умножения на базисные величины [3, 4]. 

В этом случае элементы матриц коэффициентов из (1) применительно к 
вращающейся машине, описанной уравнениями (2)-(19), будут иметь вид:  

 


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1
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
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

               (21) 

,  б бL i  – соответственно базисные индуктивности и ток. 
Уравнения (2)-(21) являются математическим описанием процессов во 

вращающихся машинах (подсистемах) в канонической трехфазной системе ко-
ординат, удобной для моделирования на ЭВМ. 

 
Литература 

 

1. Dyomin, J.I., Kirkoroff, O.R. Mathematical model for Short-Circuit analyses in distribu-
tion system with contactless breakers // 5-Int. Symp. / Short-circuit currents in Power Systems. 
Warsaw (Poland), 1992. P. 1.15.1-1.15.5. 



154 

2. Демин Ю.И., Альперович В.Р., Рубашов Г.М. Математическая модель и алгоритм 
определения напряжений в системе электроснабжения с тиристорными выключателями // 
Исследования и разработка в области технологии электромонтажного производства и про-
мышленной электроэнергетики: Тр. ВНИИПЭМ. – 1981. – Вып. 8. – С. 87-93. 

3. Важнов А.И. Основы теории переходных процессов синхронной машины. – Л.: 
Госэнергоиздат, 1960. 

4. Важнов А.И. Переходные процессы в машинах переменного тока. – Л.: Энергия, 
1980. – 256 с. 

 
 

SIMULATION OF ROTATING MACHINES OF ELECTRICAL SUPPLY 
SYSTEMS WITH SMALL DISTRIBUTED GENERATION IN THREE-PHASE 
COORDINATES WITH APPLICATION OF PARQUE-HOREV EQUATIONS 

 
Yu.I. Dyomin, V.D. Chernoknizhnikov 

 
North-Caucasian Federal University, Stavropol  

 
Decomposition of the design scheme of a power supply system with a small distributed gen-
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чивание 

ВТСП считаются перспективными для создания устройств, использую-
щих явление левитации. К ним относятся магнитные подшипники, маховики – 
накопители механической энергии. 

Сверхпроводящие подшипники обладают свойствами, которые сущест-
венно отличают их от механических подшипников. К ним относятся крайне 
низкая сила трения и отсутствие соприкасающихся движущихся поверхностей. 
Из этого автоматически следует отсутствие потребности в смазке, возможность 
работать в вакууме или в сверхчистых помещениях, при низких температурах, а 
также при высоких скоростях движения. По сравнению с другими типами бес-
контактных подшипников, наиболее распространенными из которых являются 
системы с активной обратной связью, сверхпроводящие подшипники обладают 
крайне простой конструкцией и хорошей способностью подавлять колебания 
[1]. 

Существуют проекты и отдельные попытки использовать сверхпроводя-
щие подшипники (и просто подвесы) в следующих приборах: маховиковые на-
копители энергии, поезда на магнитном подвесе, подшипники для крионасосов 
и для турбинных расходомеров криогенных жидкостей, чувствительные детек-
торы давления газа, чувствительные гироскопы и гравиметры, высокоскорост-
ные машины.  

Среди перечисленных применений наибольшее развитие получила техно-
логия сверхпроводящих подшипников для применения в маховиковых накопи-
телях энергии. В сверхпроводящих подшипниках удается получить коэффици-
ент трения (определяемый как отношение силы трения к весу ротора) лучше 
10−7, в то время как для роликовых подшипников типичен коэффициент трения 
порядка 10−3. Сейчас технология позволяет изготавливать компактные ВТСП 
подшипники с предельной несущей способностью до 1 тонны. 

С другой же стороны в последние десятилетие прошлого века появились 
постоянные магниты нового типа, способные изменить сам подход к конструи-
рованию сверхпроводящих левитационных систем. Редкоземельные магниты – 
это магниты, произведенные с добавлением элементов группы лантана. Двумя 
элементами этой группы, наиболее часто используемыми при производстве по-
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стоянных магнитов, являются неодим и самарий. Существует большое количе-
ство смесей и сплавов с использованием этих элементов, но наиболее часто ис-
пользуются сплавы неодим-железо-бор (NdFeB) и самарий-кобальт (SmCo). 
Магниты NdFeB охватывают различные области применения. Неодимовый 
магнит, как правило, это сплав неодима, бора и железа, образующий Nd2Fe14B 
тетрагональную кристаллическую структуру. Величина их магнитной энергии 
способна более чем в 18 раз превысить таковую у обычных магнитов. 

Для исследований левитации в системе ВТСП – NdFeB разработан стенд, 
схематически представленный на рис. 1. 

Установка включает в себя азотную ванну 1, представляющую собой па-
раллелепипед длиной 350 мм, шириной 240 мм, высотой 183 мм и толщиной 45 
мм, выполненный из ламинированного пенопласта. Постоянный магнит 3 явля-
ется спечённым редкоземельным магнитом NdFeB, диаметром 30 мм, длиной 
50 мм, находящийся между двумя равными полосками ламинированного пено-
пласта, фиксирующими его положение. 

Трубка 5 выполнена из нержавеющей стали диаметром 10 мм, длиной 240 
мм, в которую входит зонд 6 с меньшим диаметром 6 мм, длиной 290 мм, с за-
креплённым на конце датчиком Холла и медь константановой термопарой. С 
помощью креплений 8 трубка с измерительной частью непосредственно пода-
ётся к поверхности образца. Электрические выводы, расположенные внутри 
зонда 6, проходят через вакуумный разъем к контактам измерительной схемы. 
Через заливные отверстия 9 криоагент 2 (азот) подаётся в пространство азотно-
го резервуара. 

 

 
Рис. 1. Стенд для исследований левитации в системе ВТСП – NdFeB:  

1 – азотная ванна; 2 – криоагент; 3 – магнит; 4 – экспериментальная камера;  
5 – трубка из нержавеющей стали; 6 – зонд; 7 – крышка; 8 – крепление;  
9 – заливное отверстие; В – вольтметр; ИПТ – источник постоянного тока 
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При контроле магнитной системы чувствительным элементом является 
датчик Холла, который подключен к источнику питания АКИП – 1123. Номи-
нальный управляющий ток 100 мА. Сигнал с датчика Холла поступает на уни-
версальный вольтметр В7 – 78/1. Регистрация результатов измерения произво-
дится автоматически через интерфейс вольтметра с компьютером, на котором 
установлена специализированная программа B7 – 78PB–Tool. Компьютерная 
обработка результатов измерений проводилась с помощью программ OriginPro 
8 и Excel. Регистрация данных каждые 5 сек.  

Применение неодимового магнита требует знания температурной зависи-
мости его остаточной индукции. При её определении погрешность составляла 
по температуре ± 1°С, по индукции 0,24 %.  

Были выявлены достаточно типичные для сильномагнитных сплавов и 
соединений аномалии температурной зависимости намагничивания – рис. 2. 
При охлаждении (кривая 1) первоначально имеем ожидаемое для ферромагнети-
ка увеличение намагничивания – область температур от комнатной до –100°С. 
В интервале же температур от –100°С до –120°С наблюдается существенное 
уменьшение величины индукции (порядка 20 %). В дальнейшем вплоть до  
–196°С намагничивание оставалось постоянным.  

 

 
Рис. 2 

 
Такие аномалии обычно объясняют фазовыми преобразованиями в слож-

ных соединениях, например [2]. В таком соединении имеется две магнитные 
фазы с противоположными ориентациями магнитных моментов и разными 
температурами Кюри. Тогда можно предположить, что в области –120°С лежит 
температура Кюри низкотемпературной фазы. Разупорядочивание этой систе-
мы спинов влечёт усиление влияния высокотемпературной фазы. 
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На обратном ходе (кривая 2) выявилось такая аномалия температурной 
зависимости намагничивания, как несовпадение обратного с прямым. В теории 
ферромагнетизма такие явления объясняют упорядочиванием магнитной сис-
темы при охлаждении с последующим разрушением возникающих сверхструк-
тур при нагревании [2].  

Многократное повторение термоциклов сопровождалось определёнными 
изменениями деталей зависимостей, но отмечается сохранение общего вида. 

Таким образом, умеренное уменьшение и слабая зависимость остаточного 
намагничивания неодимового магнита в азотной области температур позволяет 
рассчитывать на его применение для левитации ВТСП. 
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Непрерывность холодильной цепи обеспечивается с помощью транспорт-
ных холодильных установок. В силу необходимости совершать перемещения 
холодильный транспорт подвергается воздействию переменных внешних усло-
вий. Климатические, сезонные и суточные колебания температуры окружаю-
щей среды, перемещение по тоннелям, высокогорным дорогам и т. д. обуслав-
ливают практическую потребность в изучении переходных процессов в малых 
холодильных установках, к числу которых относятся разнообразные холодиль-
ники на подвижном основании.   

Экономичность работы холодильной установки зависит от системы ох-
лаждения, типа машин, состояния оборудования, степени автоматизации произ-
водственных процессов и др. В рефрижераторных вагонах могут быть исполь-
зованы компрессионные, абсорбционные и другие холодильные машины. Од-
нако в существующих поездах, секциях и автономных вагонах применяют 
только компрессионные машины. Решающим преимуществом использования 
компрессионных машин в транспортных установках является относительно ма-
лый расход электроэнергии. Электрический обогрев, необходимый для работы 
абсорбционной машины, приводит к пятикратному увеличению расхода элек-
троэнергии, что значительно усложняет применение ее в условиях подвижного 
состава [1]. 

В целях оценки времени подготовки к рейсу рефрижераторного вагона 
использована следующая модель. Скорость изменения температуры помещения 
(аппарата) tпм определяется разностью между теплопритоком Qп  и теплоотво-
дом Qо: 

dtпм /d= (Qп – Qo) /C. 
 

Теплоприток  Qп = k1 F1(tн – tпм), где k1 – коэффициент теплопередачи ог-
раждения, F1 – площадь ограждения, tн – температура наружного воздуха (ок-
ружающей среды). 
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При включении системы охлаждения возникает теплоотвод Qo=k2F2(tпм–tо), 
где k2 – коэффициент теплообмена системы охлаждения, F2 – площадь испари-
теля системы охлаждения, to – температура хладагента в испарителе. 

Для температуры аппарата tпм получаем уравнение 
 

С dtпм /d = k1F1(tн – tпм) – k2F2 (tпм – to). 
 

Приходим к уравнению 
 

C dtпм /d = M1 – M2 tпм , 
 

где M1 = k1F1tн + k2F2to , M2 = k1F1 + k2F2. 
Решение уравнения имеет вид 

 

Y = А exp{–/0}, 
 

где А=Y(0) = k2F2(tн – to) – постоянная интегрирования, переменная Y=M2tпм –M1, 
постоянная времени 0  = C(k1F1 + k2F2). 

Отсюда вытекает, что 
 

tпм() = tпм.рав. + B exp{–/0}, 
 

где равновесная температура охлаждаемого помещения определяется известной 
формулой tпм.рав. =M1/M2 = (k1F1tн + k2F2to) / k1F1 + k2F2, а B= k2F2(tн – to)/k1F1 + k2F2. 

Сравнивались процессы при различной температуре окружающей среды в 
условиях наиболее прогрессивной тепловой защиты из пенополиуретана – см. 
рис. 1 (350С), рис. 2 (250С), рис. 3 (200С). 

Результаты позволяют сделать вывод, что колебания температуры окру-
жающей среды в летнем диапазоне значений от 20 до 35˚С изменяет время под-
готовки вагона на 4 – 5 часов. В этой связи представляется нецелесообразным 
поддерживать в холодильном вагоне низкую температуру при его длительных 
(более четырех суток) стоянках между рейсами. 

 

 
Рис. 1 
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Рис. 2 

 
Рис. 3 
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Волновые твердотельные гироскопы (ВТГ) – это перспективные устрой-
ства навигационной техники, не имеющие вращающихся частей, обладающие 
долговечностью работы, малыми массо-габаритными параметрами и энергопо-
треблением, слабой чувствительностью к вибрациям и перегрузкам [1]. Их точ-
ность определяется оптимальным выбором конструкции чувствительного эле-
мента, возможностями технологии его изготовления и электроникой. Оптими-
зация осуществляется путём натурного и математического моделирования. 
Важно отметить, что эффективность математического моделирования зависит 
от полноты математической модели ВТГ, выбранного численного метода и 
возможностей вычислительной техники. Математические модели ВТГ, постро-
енные на основе теории упругости тонких осесимметричных оболочек, доста-
точно хорошо описывают поведение полусферического ВТГ и позволяют ана-
литическими методами исследовать влияние дефектов массы и формы на его 
параметры и характеристики, а также разработать алгоритмы его балансировки 
[2]. Однако в случае цилиндрического ВТГ с более сложной формой подвеса 
резонатора и использующего пьезоэлектрические преобразователи для раскач-
ки и съёма сигнала, аналитические методы теряют свою эффективность. Необ-
ходим численный анализ математических моделей ВТГ. Так в работе [3] мето-
дом конечных элементов были рассчитаны формы и частоты собственных ко-
лебаний цилиндрических резонаторов ВТГ, а также термоупругие потери в них. 

Физико-механические процессы в ВТГ можно описать в рамках общих 
теорий электротермоупругости сплошных сред [4-7], введя объёмные инерци-
онные силы, обусловленные вращением и вибрациями объекта, на котором ус-
тановлен ВТГ [8]. 

Система связанных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных, описывающая эти процессы, имеет вид: 
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ߩ
߲ଶ࢛
ଶݐ߲

+ ࢹߩ2 ×
࢛߲
ݐ∂

− ∇ ∙ ࣌ = +ࢃߩ− ࢘ߩ × ࢹ̇ + ࢹߩ × ࢘ ×  ,ࢹ

௣ܿߩ
߲ܶ
ݐ߲

− ∇ ∙ ࢑) ∙ ∇ܶ) + ଴ܶࢻ ∶
߲࣌
ݐ߲

= 0, 

∇ ⋅ ࡰ = 0, 
∇ × ࡱ = ૙, 

где ߩ	– плотность материала, ܿ௣– удельная теплоёмкость, T0 – заданная темпера-
тура, T – скалярное температурное поле, r – радиус-вектор, W – линейное уско-
рение, ࢹ	– угловая скорость, ࢛	– векторное поле смещений,	 E – вектор напря-
жённости электрического поля, D – вектор индукции электрического поля, ࣌	– 
тензор напряжений второго ранга, k – тензор коэффициентов теплопроводности 
второго ранга, ࢻ – тензор коэффициентов теплового расширения. 

Используются линейные материальные соотношения 
࣌ = :ࢉ ࢙) + (࢙̇ߚ − ∗ࢋ ⋅  ,ࡱ
ࡰ = ࢋ ∶ ࢙ + ࣕ ⋅  ,ࡱ

ࣕ = ߳଴ࣕ௥. 
Электрическое поле выражается через скалярный потенциал ߮: 

ࡱ = −∇߮. 
Здесь ࢉ – тензор модулей упругости 4-го ранга, ࢙ = ଵ

ଶ
ܝ∇) + -тен – (∗(ܝ∇)

зорное поле деформаций 2-го ранга, e – тензор пьезоэлектрических модулей  
3-го ранга, ߳଴ – абсолютная диэлектрическая проницаемость, ࣕ௥ – тензор отно-
сительной диэлектрической проницаемости материала 2-го ранга, ߚ − коэффи-
циент демпфирования в модели вязкости Рэлея. 

Для нахождения собственные частоты и форм колебаний решается крае-
вая задача для уравнения 

࢛ଶ߱ߩ− − ∇ ∙ ࣌ = 0, 
с граничными условиями  

࢛ = ૙, 
࣌ ∙ ࢔ = 0. 

Здесь ω = 2π݂,  f – собственная частота, n – единичный вектор нормали к 
границе области решения задачи. 

Демпфирование вводится путём модификации соотношения для тензора 
напряжений: 

࣌ = 	 (1 + ݅ܳିଵ)ࢉ:  ,࢙
где ܳିଵ – безразмерный коэффициент демпфирования. 

Для определения отклика ВТГ на моногармоническое электромеханиче-
ское возбуждение и термоупругих потерь решается краевая задача для системы 
уравнений при разных значениях параметра ω: 
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࢛ωଶߩ− − ∇ ∙ ࣌ = ૙, 
݅ωߩ଴ܿ௣ܶ − ∇ ⋅ ࢑) ⋅ ∇ܶ) + ܳ + ݅ω ଴ܶࢻ: ࣌ = 0 

с граничными условиями 
࢛ = ૙, 

࣌ ∙ ࢔ = 0, 
࣌ ⋅ ࢔ =  ,஺ܨ

࢔− ⋅ ࢑) ⋅ ∇ܶ) = 0. 
Здесь ܨ஺ – амплитуда гармонической нагрузки действующей на границу. 
Временная зависимость отклика ЧЭ на электромеханическое возбуждение 

даётся решением смешанной краевой задачи для системы уравнений 

ߩ
߲ଶ࢛
ଶݐ߲

− ∇ ∙ ࣌ = ૙, 

∇ ⋅ ࡰ = 0, 
∇ × ࡱ = 0 

с начальными условиями 
଴࢛ = ૙, 
଴࢛̇ = 0 

и граничными условиями  
࢛ = ૙, 

ો ∙ ࢔ = 0, 
߮ = 0, 
߮ = ߮~, 

න ௦݀ܵߩ = 0
డୗ

, 

где ߮~ − заданная функция времени, ߲S – часть границы области решения зада-
чи ܸ. 

Для решения рассмотренных краевых задач используется интегрирован-
ная система компьютерного моделирования физических процессов в грави-
инерциальных датчиках, разработанная на кафедре высшей математики и физи-
ко-математического моделирования ВГТУ. С её помощью проводились вычис-
лительные эксперименты со сверхпроводящими подвесами пробных тел грави-
инерциальных датчиков (акселерометров, гравиметров, гравитационных гради-
ентометров и  гироскопов) [9-20].  

В состав системы входит постоянно расширяемая электронная база дан-
ных, содержащая информацию о существующих разработках и исследованиях 
гравиинерциальных датчиков, а также о физико-математических моделях и 
комплексах программ которые могут использоваться для компьютерного моде-
лирования физических процессов в конструктивных элементах датчиков. 
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Используемая программная среда состоит из систем компьютерной мате-
матики Maple 14 (лицензионная) [21] и Scilab (свободно распространяемая) 
[22], конечно-элементного комплекса программ Elmer (свободно распростра-
няемый) [23], конечно-элементной системы Comsol Multiphysics 4.2 (лицензи-
онная) [24] и конечно-элементного пакета программ FEMPDESolver (свободно 
распространяемый) [12, 13, 16, 18] . 

FEMPDESolver предназначен для численного решения дифференциаль-
ных уравнений эллиптического и параболического типов в двухмерных и трёх-
мерных многосвязных областях сложной формы с разрезами. Его отличитель-
ной особенностью является возможность учета скачка зависимой переменной 
на разрезе и заданного потока её градиента через поверхность (линию) разреза. 
Это позволяет учесть специфику электродинамики сверхпроводящих токо-
несущих систем в мейсснеровском состоянии и производить расчёт распреде-
ления создаваемого ими магнитного поля, используя магнитный скалярный по-
тенциал, что существенно уменьшает число степеней свободы по сравнению с 
расчётом на основе векторного магнитного потенциала.  

В состав интегрированной программной среды также входят программ-
ный модуль для численного решения системы интегральных уравнений Фред-
гольма 1-го и 2-го рода с логарифмической сингулярностью ядра [17], написан-
ный на внутреннем языке Maple 14, и программа, реализованная средствами Sci-
lab, предназначенная для решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, описывающих динамику левитирующего в неоднородном магнитном 
поле сверхпроводящего тела [19]. 

Разработанная система компьютерного моделирования может быть исполь-
зована для расчёта параметров конструктивных элементов вибрационных аксе-
лерометров и гироскопов, использующих пьезоэлектрические преобразователи. 
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