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Аннотация. В работе проведен статистический анализ спектральных отсчетов частотно-временного распределения (ЧВР) Алексеева при воздействии белого гауссовского шума. Показано, что отсчет ЧВР может быть представлен как эрмитова квадратичная форма от комплексного гауссовского вектора. На этой основе получено интегральное выражение для плотности распределения вероятности отсчета. Установлено, что в частном случае кратных собственных значений распределение сводится к закону 
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1. Введение 
Современные задачи радиотехники, гидроакустики, связи и радиомониторинга характеризуются необходимостью анализа нестационарных сигналов, параметры которых, такие как мгновенная частота или длительность, претерпевают существенные изменения во времени [1]. Для исследования подобных процессов традиционные методы спектрального анализа, основанные на преобразовании Фурье, оказываются недостаточно эффективными в силу фундаментального ограничения, известного как принцип неопределённости Гейзенберга [2]. Это закономерно привело к активному развитию методов частотно-временного анализа (ЧВА), позволяющих отслеживать эволюцию энергетического распределения сигнала одновременно по временной и частотной осям.
Наиболее общий математический аппарат для построения таких представлений был предложен Л. Коэном и охватывает так называемый класс билинейных частотно-временных распределений (ЧВР) [3]. Базовым распределением в этом классе является распределение Вигнера [4], которое обеспечивает наилучшую концентрацию энергии для моночастотных сигналов. Однако его практическое применение ограничено наличием значительного интерференционного фона (перекрёстных членов) при анализе многокомпонентных сигналов [1, 5].
Для подавления интерференционных компонент были разработаны сглаженные и псевдо-формы распределений Вигнера, использующие различные весовые функции (ядра) в частотно-временной области [3]. Творческое развитие теория ЧВА получила благодаря работам А.А. Алексеева [1, 5, 6], которым было предложено билинейное ЧВР, синтез которого оптимально приспособлен к практической реализации методами цифровых технологий. Данное распределение, известное как ЧВР Алексеева, использует пороговую аппроксимацию гауссова ядра, что позволяет достичь эффективного подавления паразитных составляющих при сохранении высокой разрешающей способности относительно сигнальных компонент [5, 6]. Важным достоинством распределения Алексеева является его вычислительная эффективность, превосходящая ряд других распределений класса Коэна, таких как распределение Чоя-Вильямса [6].
Несмотря на успешное применение ЧВР Алексеева в задачах обнаружения и измерения параметров сигналов [1, 6], его статистические свойства, особенно при воздействии шумовых помех, исследованы в недостаточной степени. В то же время, знание законов распределения вероятностей отсчетов ЧВР является фундаментальной основой для синтеза и анализа оптимальных и квазиоптимальных алгоритмов обработки, в частности, для решения задач обнаружения и различения сигналов на фоне помех, оценки их параметров, а также для определения пороговых уровней принятия решений.
В данной работе показано, что спектральный отсчёт ЧВР Алексеева может быть представлен как эрмитова квадратичная форма от комплексного гауссовского вектора. Такой подход, открывает путь к строгому анализу его статистических характеристик на основе общего аппарата теории квадратичных форм [7].

2. Представление спектрального отсчета ЧВР Алексеева виде квадратичной формы 
В рамках класса билинейных частотно-временных распределений Коэна [3], дискретная форма ЧВР Алексеева для момента времени  задаётся следующим выражением [1, 6]:



где введены следующие обозначения и параметры:
 – частотный индекс (дискретная частота);
 – общий размер преобразования, обычно , где– число дискретных отсчётов сигнала;
– параметр, регулирующий степень подавления интерференционного фона;
 - параметр, определяющий ширину зоны суммирования по временному сдвигу ;
 – отсчёт аналитического сигнала, полученного из исходного действительного сигнала  путём его преобразования Гильберта [8].
Ядро распределения  представляет собой пороговую функцию, аппроксимирующую гауссово ядро [1, 5]:


На рисунке ниже мы можем видеть типичную частотно – временную диаграмму ЛЧМ сигнала, построенную на основе ЧВР Алексеева:
[image: ]
Рис. 1 – ЧВД построенная на основе ЧВР Алексеева (.
Пусть на вход системы воздействует дискретный белый гауссовский шум (БГШ) с нулевым средним и дисперсией :



Аналитический сигнал  строится путем применения к  дискретного преобразования Гильберта 



Где  – дискретный оператор Гильберта, который может быть реализован как КИХ – фильтр с импульсной характеристикой вида:



Для гауссовского белого шума отсчеты  являются комплексными гауссовыми величинами с нулевым средним и корреляцией:



Сформируем вектор аналитического сигнала  размерности :



Тогда его ковариационная матрица, согласно (6), будет иметь вид:



где– единичная матрица размерности .
Введём матрицу  размерности , у которой единственный ненулевой элемент, равный 1, находится на позиции .Это позволит записать:





Таким образом, спектральный отсчет ЧВР Алексеева допускает представление в виде квадратичной формы от комплексного гауссова вектора :


где 


Доказательство эрмитовости матрицы  является ключевым для последующего анализа, так как гарантирует вещественность квадратичной формы (8). Рассмотрим парные слагаемые в (9) для  и :



Учитывая, что  (см. (2)), и что , возьмём эрмитово сопряжение от :




Таким образом, , что означает взаимную эрмитовую сопряжённость вкладов для  и . Поскольку сумма (9) включает все такие пары, результирующая матрица  является эрмитовой: . Следовательно, квадратичная форма (8) принимает вещественные значения.
Для применения общего аппарата анализа квадратичных форм [7] удобно перейти от комплексного представления (8) к эквивалентной вещественной форме. Представим комплексный вектор  через его действительную и мнимую компоненты:



Тогда квадратичная форма (8) может быть записана как:



где  – вещественный вектор размерности ;
 – блочная вещественная матрица размерности .
Из свойств аналитического сигнала следует, что векторы  и  являются независимыми гауссовскими векторами с ковариационными матрицами  и  .



Матрица  в (9) является симметричной (), что обеспечивает вещественность её собственных значений. Действительно, применяя к  операцию транспонирования и учитывая, что и  получим:



Таким образом, спектральный отсчёт ЧВР Алексеева при воздействии БГШ представлен в виде вещественной квадратичной формы  от гауссовского вектора  с известной ковариационной матрицей (12). Данное представление позволяет вывести его плотность распределения вероятности в следующем разделе.

3. Вывод плотности распределения вероятности спектрального отсчёта ЧВР Алексеева
Для нахождения плотности распределения вероятности (ПРВ) гауссовой квадратичной эрмитовой формы   воспользуемся общим методом, изложенным в работе [7].
Пусть собственные значения  являются решением обобщенной задачи на собственные значения:



Учитывая, что , задача (13) сведется к классической задаче на собственные значения:



Обозначив  и воспользовавшись формулой (14) из [7] получим характеристическую функцию спектрального отсчета ЧВР Алексеева:



Плотность распределения вероятности спектрального отсчета ЧВР Алексеева определяется обратным преобразованием Фурье от его характеристической функции 




Выражение (16) является общим интегральным представлением для плотности распределения вероятности спектрального отсчёта ЧВР Алексеева. Конкретный вид распределения существенно зависит от спектра собственных значений  матрицы B, который, в свою очередь, определяется параметрами распределения G и N.
Если собственные числа . То интеграл (16) вычисляется аналитически и сводится к классическому  распределению с 2N-1 степенями свободы:



Таким образом, в рассматриваемом частном случае отсчёт ЧВР Алексеева распределен по закону хи-квадрат. Это означает, что его статистические свойства полностью определяются дисперсией входного шума , собственным значением  (зависящим от G) и длиной обрабатываемой реализации N.

Заключение 
Основным теоретическим результатом работы является строгое доказательство того, что спектральный отсчёт ЧВР Алексеева при воздействии на вход белого гауссовского шума может быть представлен в виде эрмитовой квадратичной формы от комплексного гауссовского вектора. Это представление позволило перейти к эквивалентной вещественной квадратичной форме, что открыло путь к применению общего аппарата теории квадратичных форм гауссовских случайных величин.
На основе этого представления было получено интегральное выражение для плотности распределения вероятности отсчёта распределения Алексеева через его характеристическую функцию. Показано, что конкретный вид распределения определяется спектром собственных значений матрицы квадратичной формы.
В качестве важного частного случая рассмотрена ситуация кратных собственных значений, при которой ПРВ сводится к распределению хи-квадрат с 2N-1 степенями свободы.
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On statistical characteristics of the Alexeev time-frequency distribution
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Abstract. This paper presents the first rigorous statistical analysis of the spectral samples of the Alexeev time-frequency distribution (TFD) under white Gaussian noise. It is shown that the TFD sample can be represented as a Hermitian quadratic form of a complex Gaussian vector. Based on this, an integral expression for the probability density function of the sample is derived. It is established that in the special case of multiple eigenvalues, the distribution reduces to the  law.
Keywords: Alexeev time-frequency distribution, statistical analysis, quadratic form, Gaussian noise, probability density function.
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